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SUR LES SURFACES 


DONT 


LA COURBURE TOTALE EST CONSTANTE. 


Par M. G. DARBOUX ('). 


I. 


On connait les beaux résultats obtenus, depuis Monge, par un grand 
nombre de géomètres, en ce qui concerne la détermination et l’étude 
des surfaces minima. La théorie des surfaces dont la courbure totale est 
constante a les rapports les plus étroits avec celle des surfaces minima, 
bien qu’elle soit certainement de beaucoup plus difficile. 

Par exemple, la détermination des surfaces minima dépend de l’é- 
quation | 


(1) sae, 


que l’on sait intégrer; celle des surfaces à courbure constante se ra- 
mène, d’après M. Weingarten, à l'équation 


< 


S = ae? +-be-, 


qui comprend évidemment la précédente comme cas particulier. 


(1) Extrait du Tome XCVII des Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Janvier 1890. 2 
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Parmi les considérations de Géométrie qui permettent aussi d'établir 
un lien entre les deux problèmes, je signalerai d’abord la suivante : 
On sait qu’il existe toujours deux surfaces dont la courbure moyenne 
est constante et qui sont parallèles à une surface dont la courbure totale 
est constante. On voit donc que la détermination des surfaces à cour- 
bure totale invariable se ramène à celle des surfaces dont la courbure 
moyenne est constante : or ces dernières comprennent.évidemment 
comme cas particulier les surfaces minima. 

On peut aussi se placer au point de vue de la Géométrie projective. 
Considérons une surface du second ordre (Q) et proposons-nous de 
déterminer les surfaces (2) telles que les deux tangentes aux lignes 
asymptotiques qui passent en chacun de leurs points soient conjuguées | 
par rapport à la surface (Q). Cet intéressant problème se ramène, il 
est aisé de le reconnaitre, à la détermination d’une surface à courbure 
constante ou, ce qui est la même chose, à l'intégration de l'équation (2). 
Mais, si l’on suppose que la surface (Q) dégénère et se réduise au 
cercle de l'infini, les surfaces (2), d’après leur définition, devront avoir 
leurs tangentes asymptotiques rectangulaires et se réduiront, par con- 
séquent, à des surfaces minima. 

Je reviendrai sur toutes ces analogies. Mais, pour le moment, je me 
contenterai de rappeler que la détermination des surfaces à courbure 
constante exige l'intégration de l’équation (2) et que tous les efforts 
tentés jusqu'ici pour l'intégration de cette équation ou de celles dans 
lesquelles on peut la transformer ont complètement échoué. Ces efforts 
ont néanmoins conduit à des résultats très intéressants, et l’on con- 
naît aujourd'hui différents procédés qui permettent, une surface à cour- 
bure constante étant supposée et donnée, d’en déduire une infinité 
d’autres ayant la même propriété. 

Le premier de ces procédés se présente presque immédiatement. Il 
est clair que, si /(#, y) est une solution de l'équation (2), il en sera 
de même def (= ym), où m désigne une constante arbitraire. Cette 
remarque à déjà été faite par M. Lie et elle permet évidemment d’at- 
teindre le résultat cherché. Toutefois, il est utile de le remarquer, les 


surfaces que l’on fait ainsi dériver d’une surface donnée ne sont pas 
complètement connues : on a bien les valeurs des six quantités qui 
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figurent dans les formules de M. Codazzi, mais la détermination des trois 
coordonnées rectilignes d’un point de la surface en fonction des deux 
coordonuées curvilignes n’est pas faite et exige l'intégration, qui peut 
bien être impossible, d’une équation de Riccati. Avant de terminer ce 
qui regarde cette première méthode, remarquons, avec M. Lie, qu’elle 
se rattache de la manière la plus directe à un beau résultat obtenu par 
M. Bonnet. Dans son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables, 
M. Bonnet a généralisé une propriété qu’il avait déjà établie pour les 
surfaces minima; il a montré que toute surface à courbure moyenne 
constante quelconque a ses lignes de courbure isothermes, et que l’on 
peut toujours en déduire une infinité de surfaces à courbure moyenne 
constante qui sont applicables sur la surface donnée avec conservation 
des rayons de courbure principaux aux points correspondants. Il suffit 
de considérer les surfaces à courbure totale constante parallèle aux 
précédentes, et ilest aisé de reconnaître qu’elles se déduisent de l’une 
quelconque d’entre elles par le procédé que nous venons de rappeler — 
plus haut. 

Il existe une autre méthode bien plus féconde et qui permet de dé- 
duire d’une surface à courbure constante donnée une infinité d’autres 
surfaces de même définition et contenant dans leur équation autant de 
constantes que l’on veut. Elle a été donnée en 1879 par M. Bianchi et 
elle a été l’objet d’études approfondies de la part de MM. Lie et Back- 
lund. On peut la faire reposer sur deux théorèmes presque identiques 
qui ont été donnés, l’un en 1850 par M. Ribaucour, l’autre en 1879 par 
M. Bianchi. Indiquons rapidement comment M. Bianchi y a été conduit. 

Soit (Z) une surface à courbure négative — 1 et dont on connaisse les 
lignes géodésiques. On pourra, d’une infinité de manières, mettre l’élé- 
ment linéaire de cette surface sous la forme 


asta dda e td? 


Menons toutes les tangentes aux lignes géodésiques § = const. 
D’après une des propriétés les mieux connues des lignes géodésiques, 
ces tangentes sont normales à une surface (S) et elles touchent une 
seconde surface (2’) de telle manière que (2) et (£') constituent les 
deux nappes de la surface des centres de courbure de (S). M. Bianchi 
démontre que (’) est, comme (2), une surface de courbure constante 
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= 


—1.Onvoit done déjà que l’on pourra déduire de (2) une surface (2’) 
contenant dans son équation une constante arbitraire. Si l’on recom- 
mence l'application du même procédé en prenant (2’) comme surface 
initiale, on obtiendra des surfaces (£”) dépendant de deux constantes, 
et il est clair, sans qu’il soit nécessaire d'insister, que l'application 
indéfinie du procédé peut introduire autant de constantes que l’on 
veut. M. Lie a fait la remarque capitale que l'application de ce procédé 
exige seulement une série de quadratures. C’est sur cette suite de qua- 
dratures que portent surtout les recherches nouvelles que j'aurai lhon- 
neur de présenter à l'Académie. Mais, auparavant, je montrerai com- 
ment on peut établir géométriquement, de la manière la plus simple, 
la proposition de M. Bianchi et celle, bien antérieure, de M. Ribaucour. 


I. 


Pour démontrer l’élégante proposition de M. Bianchi, je m'appuierai 
sur la remarque suivante. Considérons sur une surface (Z) un système 
de courbes parallèles (C) et les lignes géodésiques (g) qui sont leurs 
trajectoires orthogonales. Les tangentes aux lignes (g) sont normales 
à une certaine surface (S) et touchent une seconde surface (2°); (X) 
et (Z’) sont les deux nappes de la surface des centres de courbure de 
(S). En outre, (2’) est le lieu des centres de courbure géodésique des 
courbes parallèles (C) tracées sur (2). Il est clair d’ailleurs que la 
relation est réciproque : si l’on considère sur (£’) les lignes géodé- 
siques (g') tangentes aux normales de (S) et leurs trajectoires ortho- 
gonales (C'), les centres de courbure géodésique de ces trajectoires 
sont sur la surface primitive (2). 

Cela posé, cherchons s’il existe une surface (2) sur laquelle on puisse 
tracer des courbes parallèles (C) ayant en chacun de leurs points un 
rayon de courbure géodésique constant, égal à 1 par exemple. Si l’on 
rapporte la surface au système de coordonnées formé de ces courbes 
parallèles et de leurs trajectoires orthogonales, l'élément linéaire pren- 
dra la forme 

ds? = du? + C?d¢?, 
et l’on devra avoir 
oc 4 
Da Fr 


[AS 
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d’où l’on déduit 
C = EE 
et, par conséquent, la courbure totale de la surface sera constante et 
égale à — r. Nous prenons, pour préciser, 


(1) ds? = du? + e"dy?. 


Considérons maintenant la surface (X’) qu’on associe à (2) dans la pro- 
® position précédente. D’après cette proposition, les courbes (C’) tracées 
sur (Z’) auront leurs centres de courbure géodésique sur (2); leur 
rayon de courbure géodésique sera égal à 1, et, par conséquent, (£') 
sera, comme (2), une surface à courbure constante — 1. On reconnait 
facilement que l'élément linéaire de (2’) prend la forme 


(2) ds"? = du? + e—*" dw. 


Quant à la surface (S), elle jouira de la propriété que la différence 
de ses rayons de courbure sera égale à r. 

Voici maintenant la méthode que M. Bianchi a déduite du théorème 
précédent. Considérons une surface quelconque (X) à courbure — 1. 
On peut obtenir un nombre simplement infini de systèmes coordonnés 
donnant à l’élément linéaire la forme (1); il suffit, en effet, d’associer 
aux lignes géodésiques passant par un des points à l'infini de la sur- 
face leurs trajectoires orthogonales. On pourra done de (È) déduire 
une surface (2°) contenant dans son équation une constante arbitraire. 
Partant ensuite de (2’), on obtiendra des surfaces (£”) formant un sys- 
teme à deux constantes arbitraires, et ainsi de suite. M. Lie a fait la 
remarque capitale que l'application indéfinie de ce procédé n’exige 
qu’une suite de quadratures, et cela résulte presque immédiatement de 
la démonstration géométrique précédente. 

En effet, la formule (2) nous montre que 


e"'\/ds'? — du? = dw 


sera une différentielle exacte. H suffira donc d’effectuer cette quadra- 
ture, où tout est connu, pour obtenir æ et ramener |’élément linéaire 
de (X’) à la forme (2), qui entraîne la connaissance de toutes les lignes 


géodésiques de (£’). 
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Le théorème donné par M. Ribaucour en 1870 (Comptes rendus et 
Bulletin de la Société philomathique) peut s’énoncer comme il suit : 


Considérons une surface (2) à courbure — 1, et traçons dans chaque 
plan tangent de la surface un cercle de rayon 1 ayant son centre au point 
de contact M de ce plan tangent; les cercles ainsi obtenus seront orthogo- 
naux aune famille de surfaces, toutes à courbure constante — 1; et, en 
outre, ces surfaces feront partie d'un système triple orthogonal. dont les 
deux autres familles seront évidemment composées de surfaces enveloppes 
de sphères. 


La première partie de cette proposition résulte immédiatement du 
théorème de M. Bianchi, car les différentes surfaces (2) qu’on fait dé- 
river de (2) dans la méthode de M. Bianchi sont évidemment les trajec- 
toires des cercles considérés par M. Ribaucour. Au reste, les deux pro- 
positions se déduisent l’une de l’autre, celle de M. Ribaucour contenant 
en plus ce qui concerne le système triple orthogonal. 

Dans mon Cours de l’année 1881-82, j'ai donné du théorème de 
M.Ribaucour une démonstration géométrique directe, qui se rapproche, 
à quelques égards, de celle qu’on trouve dans un travail récent de 
M. Backlund. Je ne la transcrirai pas ici, mais je ferai connaître le prin- 
cipe d’une démonstration analytique qui n’est pas moins simple que la 
démonstration géométrique. 

Supposons que la surface (2) ait été rapportée à ses lignes de cour- 
bure. Son élément linéaire prendra la forme connue 
(3) ds = cos? w du? + sin? dv’, 
où @ satisfait à l'équation 
(4) 0? 0? w 


de — Au + sina COS& = 0. 


: Menons dans le plan tangent en un point M une ligne MM’, de longueur 
+ 1, faisant langle 0 avec la courbe »=const. qui passe en M, et écri- 
vons que le point M’ décrit une surface dont le plan tangent passe en 
M et est normal à celui de (£). Nous trouverons les deux équations 
00 do M L 
| She ue 1 STD CDS 0) 
(5) du as : 
09 Oo : 
| as oe =— cos Ü sine, 


NEC 
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Il est aisé de reconnaitre que ces équations sont compatibles toutes les 
fois que w satisfait à l'équation (4) et qu’elles donnent une valeur de 
§ contenant, outre w et », une constante arbitraire «. Si nous considé- 
rons maintenant w, 9, « comme des coordonnées curvilignes propres à 


définir le point M’, nous aurons, pour le déplacement dS de ce point, 
l'expression 


(6) dS? = cos? 0 du? + sin? 0 dv? + (SE) de. 
; a 


‘Cette formule, qui met en évidence un système triple orthogonal, dé- 
montre le théorème de M. Ribaucour ; elle montre aussi que la transfor- 
mation de M. Bianchi conserve à la fois les lignes de courbure et les 
lignes asymptotiques. 

Il reste à discuter le système (5). 


i 


Ill. 


Dans Varticle précédent, j’ai été conduit au systeme suivant 


00 du) ù 
— + — — sinôcose, 
du dv 

co) 98 dw : 
FAIRE Gage i 5 


qui va me permettre de me placer à un point de vue purement analy- 
tique dans l’étude du problème, objet principal de ces recherches. 
Considérons le système (1) comme formé de deux équations simul- 
tanées auxquelles doit satisfaire la fonction inconnue 9: l'élimination 
de la fonction 9 nous montrera que ces deux équations ne sont compa- 
tibles que dans le cas où w satisfait à l'équation 
Po Aw 
(2) dv? - Out 


+ sinw COSw = 0. 


Réciproquement, si w est une solution quelconque de cette équation 
aux dérivées partielles, l’intégration du système (r) nous donnera une 
valeur de 4 contenant une constante arbitraire; et cette valeur de 0 sera 
également une solution de l’équation (2). Nous pouvons donc énoncer 
le théorème suivant : 


De toute solution w de l'équation (2) on peut déduire une solution nou 


* 


ate ie (Oe ey ese a 
Mie 21 OTE CDÉREOUX- (0 
velle contenant une constante arbitraire : c'est la valeur HÉROS 
de \ satisfaisant aux équations (1). o vee we eer = 

A la vérité, on ne sait pas intégrer d’une manière générale le sys. 
teme (1), mais la forme des équations qui le composent nous permet 
de reconnaitre que l’on pourra obtenir la valeur la plus générale 0 de s 
0 qui puisse y satisfaire dès que l’on en connaîtra une solution parti- Pee 
culière quelconque 0. : = hy 7 MERS 


-Effectuons, en effet, les quadratures définies par les formules 


da — cos9 cosw du + sinw sin9 dv, 
(3) | e-*dB — cosw sing du — sinw cosô dr, 
e*dy = cos sinw du + sin9 cosw dr. 


La solution cherchée 0’ est donnée par l'équation 


g—p 


(4) cote, 


qui contient la constante arbitraire que l’on peut toujours ajouter à §. 

Si, dans les formules (3), on remplace 9 par 0’, les nouvelles va-. 
leurs a’, 8’ de « et de B seront données par les équations 

É (ee e* (Ande a Nts 8 f 

(9) “Te pre A= Bip «5 
Mais, pour obtenir la nouvelle valeur y’ de +, il faudra effectuer une 
nouvelle quadrature. 

On peut encore, dans le système (1), considérer 0 comme donné et 
chercher la valeur la plus générale de w qui satisfasse aux deux équa- 
tions. On aura ainsi, en désignant cette valeur par w”, | 


+ pe 


(6) cot = = ye", 


4 


et, si nous désignons par «”, y” les valeurs nouvelles de «, y que l’on 
obtient en remplaçant, dans les formules (3), ” par ©, on aura 
ex 


Ne Ed 


= — OL a H 
(7) € Tÿ+en? 7 = Pete 


Mais, pour obtenir la nouvelle valeur 6” de 8, il restera, ici encore, à 
elfectuer une quadrature nouvelle. 


- SUR LES SURFACES DONT LA COURBURE TOTALE EST CONSTANTE. 17 


En appliquant successivement les deux opérations que nous venons de 
définir, on déduira, on le voit, de tout système de solutions des équa- 
tions (1) un nombre illimité de systèmes nouveaux contenant autant de 
constantes qu'on le voudra ; et la détermination de chaque système nouveau 
exigera seulement une nouvelle quadrature. 

Mais ces quadratures portent sur,des expressions de plus en plus 
compliquées, contenant les constantes arbitraires mélées aux variables 
aussi bien dans les dénominateurs que dans les numérateurs. Il sem- 
blait done que l’application de la méthode était presque impossible et 
devait être promptement arrêtée dans le cas général. J’attache donc 
quelque importance au résultat suivant : 


I suffira d'effectuer au début, en dehors de «, 8, y, un certain nombre 
de quadratures (inférieur d’une unité au nombre de solutions nouvelles 
que l’on veut obtenir), portant sur des fonctions parfaitement déterminées 
de u et dev, et, ces quadratures une fois effectuées, l'application de la mé- 
thode n'exigera que les calculs algébriques les plus élémentaires. 


J'indique d’abord les quadratures à effectuer; elles sont définies par 
les formules 


be, 
db, = 26, de — (B? + et) dy, 
db, = db, + 2 b, de 2 b, da = Can, dB, 


EE NT TR A CAE 

bab abat de — 26 de 

Bh Ce byl, or tie b Dae Oa beds 
| + (hibn-a+...+ br 2b;)dy; 
GE 

de, = 2cd{By —e) — (ci + e~**) dB, 
Æ Nas ee Bide, sey (By —@) + 2¢,da — eco dy, 
9 


Aen = Acn_2+ 2Cn-1 d(By —E) + 2 Cn» da 
— (CC te» + Cyr ey) Ady + (Cr Cp_2 +... + pals) ao, 


où l’on a posé, pour abréger, 


(10) de = 8 dy + sin9sinw du + cos cos0 dv. 
Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Janvier 1890. 3 


6 ssi aire va eens q quadr: 
k manière la plus générale, ¢’ "est-a-dire q 
a Cee traire apres chaque intégration. UN US 
Ces définitions une fois admises, ere a saan 

tout à 0 la valeur 0’ définie par la formule (4). Les nouve II 
à _e des fonctions b;, c; seront définies par les formules (5) et 
tions très simples qui suivent : 


She pile id). elo Kel 2,6. sir 


nette rite ee. s me 


oe = nit BY (Cn Ot... + Cy bn). 


Lorsque, au contraire, on substituera le système (w’, 0); au sys- 
teme (w, 0), les formules que l’on aura à employer pour calculer les 
nouvelles valeurs de b,, c;, toutes pareilles aux précédentes, s’en dé- 

_ duiront par la substitution des quantités — a, y, 8, ¢;, b; à 4,8, +, b,, 
2 C; respectivement. 

Tl suffit maintenant de commencer les caleuls qui conduisent aux 
nouvelles solutions, pour reconnaître que ces calculs n ‘exigeront plus 
aucune quadrature. 


CLASSE PARTICULIÈRE D'ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 


DONT LES INVARIANTS SONT ÉGAUX, 


Par M. C. GUICHARD, 


CHARGÉ D'UN COURS A LA FACULTÉ DE CLERMONT-FERRAND. 


Les équations qui sont étudiées dans cette Note sont 


CIC SE 
(1) Jude Vo 


dans lesquelles © est une solution quelconque de l'équation 


2 


Q 
(2) PER COS —, 0. 


Si l’on différentie l'équation (2), soit par rapport au, soit par rap- 


à +. Ne do do | é na 
port à ¢, on voit immédiatement que Ju ©! 56 Sont des solutions parti- 


culières de l’équation (1). Je vais démontrer de plus qu’étant donnée 


une solution de l'équation (1), on peut, en général, et en effectuant 
seulement des quadratures, en déduire une infinité d’autres. 


20 C. GUICHARD. 


Soit, en effet, p une des solutions de (1). Posons 


Oh 4, 309 09 

OU = uso 
(3) 

On 

rade ip ve ed 


Les deux équations (5) sont compatibles, car elles donnent toutes 
deux, en tenant compte des relations (1) et (2), 


DEP d9 


——— =—psing —< si, 
du dv P ? du 


+ cÔs9 ane 


elles permettent de déterminer à par une quadrature. Cela posé, je 
dis que 


est une solution de l’équation (1). En effet, 


Or = ae 0 : de oh do 
de PNR ade PM PE 
x 5 OR 09 09 nae 
== sing sn — pcosp +p cose + —Acos¢ 
= sing 2 — À coso 
et 
or ey Jo 0 À g 
ae ei As COS ® EAU cosy a + Asing oF rsing. 
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Il est aussi évident maintenant que, si l’on pose 


00 | 
au — p COS9Y, 


(3) 
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uons pane la transformation (4) à la solution r. On 
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00 fhe ent i | 
ae =(- oat +? a Te) £089 = 2 [-« cos 9 se 2 + ising |, 
09 + Op de 0 Op ae 
PE = [sine 32 du + heose | = rales C089 57 A E+ Asing |; i = 
- a Cen +K Si eg 
| er rt UE © | | 
‘(oe L | Ya 
ou une constante. ‘3 ey 4 
On ae) ensuite ee Nae ae 
: | ER 
or à 0 dp a 0 On x dE, 
Dos np fe + co so x SF —Asing ia Ke COs g - 
—p+cosg 2 TP _rsing 2, . y 
Zar ‘ | | 
et alors | 
ay 6077, 00 do 
N — TS Hu ae 


En faisant abstraction du terme K on peut dire que les transfor- 
3 _ mations (4) et (4’) sont inverses l’une de l’autre. L ‘application répétée 


des transformations (4) ou des transformations 4) donnera, en gé- 
__ néral, une infinité de solutions nouvelles. 

a 
Si l’on prend ors, 
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on trouvera aussi 


Q 


a 


VE. 


Ov’ 


la méthode ne donne rien de nouveau. Au contraire, la valeur de s est 
une nouvelle solution. 


SUR LA CONVERGENCE 


DES 


DÉVELOPPEMENTS DES INTÉGRALES ORDINAIRES 


D'UN 
SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTIELLES, 


PAR 
M. MÉRAY, 
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON, 
avec la collaboration de 


M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN (1). 


a — 


Généralités. 

1. Un système d'équations différentielles est dit immeédiat quand 
toutes ses équations sont du premier ordre et fournissent immédiate- 
ment certaines dérivées des fonctions inconnues, exprimées en fonc- 
tions composées des variables indépendantes, de ces fonctions incon- 
nues elles-mêmes et de leurs autres dérivées. 

Quand ce sont toutes les dérivées des fonctions inconnues qui se 
trouvent ainsi exprimées par les équations données, aucune dérivée ne 
peut figurer dans leurs seconds membres, qui sont alors essentielle- 
ment finis, et l’on a un système d'équations différentielles totales. 

Quand, au contraire, c’est une partie seulement de ces dérivées qui 
constituent les premiers membres des équations données, les autres 


(:) Ce Mémoire, relatif aux systèmes d'équations différentielles partielles, fait suite à un 
autre Mémoire, relatif aux systèmes d'équations différentielles totales, et publié dans les 
Annales de l’École Normale (novembre et décembre 1889). Les chiffres suivis d’un asté- 
risque renvoient le lecteur aux divisions du Mémoire de 1889, et les chiffres non suivis 
d’un astérisque à celles du présent Mémoire. , 
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dérivées peuvent, en totalité ou en partie, entrer dans les seconds 
membres, qui sont alors éventuellement différentiels ; et, au lieu d’un 
système d'équations différentielles totales, on a ce que nous appellerons 
un système d'équations différentielles partielles. Ces systèmes sont ceux 
dont nous allons nous occuper, en complétant la définition de leur 
caractère immédiat par une restriction essentielle que nous spécifierons 
au moment voulu (8). 

Pour disposer nettement les équations d’un pareil système, il faut 
les écrire dans les cases d’un quadrillage rectangulaire, dont les lignes 
correspondent aux variables indépendantes, et les colonnes aux fonc- 


a : , . . ds 
tions inconnues, en plaçant l'équation qui a, par exemple, 7 pour 
premier membre dans la case qui appartient à la fois à la ligne (4) et a 


la colonne (s). Des cases en nombre quelconque et occupant des posi- 
tions arbitraires peuvent évidemmentrester inoccupées dans ce Tableau. 


2. Dans un systeme d’équations différentielles partielles, il y a, 
relativement à chaque fonction inconnue, une distinction essentielle à 
faire entre les diverses variables indépendantes. 

Nons appellerons variables principales d’une fonction inconnue dé- 
terminée celles par rapport auxquelles sont prises les dérivées de 
cette fonction qui constituent dans le Tableau du système les premiers 
membres des équations de la colonne correspondante. Pour la même 
fonction, toutes les autres variables seront parametriques. Par exemple, 
si les variables indépendantes sont æ, y, s, ¢ seulement et si la co- 
lonne (s) ne contient que les deux équations : 


(s) 


ds 
(x) | Te 
(x) 

ls 
(Z pd — 
(3) d'a 
(4) 
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la fonction inconnue s aura +, 3 pour variables principales, y, ¢ pour 
variables paramétriques. 

Le partage dont il s’agit ne s’effectue pas nécessairement de la même 
manière pour toutes les fonctions inconnues, telle variable pouvant 
fort bien être à la fois principale pour une de ces fonctions et paramé- 
trique pour une autre. ; 

3. Cette distinction entre les variables en entraine une non moins 
importante entre les diverses dérivées d’un même ordre quelconque # 
d’une fonction inconnue déterminée. Nous appellerons genre de l’une 
de ces dérivées le nombre de ses différentiations génératrices, dis- 
tinctes ou non, qui doivent être effectuées par rapport à des variables 
principales de la fonction dont il s’agit. 

D’après cela, l’ordre & des dérivées de cette fonction contient : 1° le 
seul genre o si pour elle toutes les variables sont paramétriques ; 


2° les £ + 1 genres 
is US 


si les variables sont les unes paramétriques et les autres principales ; 
3° le seul genre £ si toutes les variables sont principales. 

Dans un ordre quelconque, nous appellerons aussi paramétriques les 
dérivées de genre o, et principales toutes celles de genre > 0. 

Enfin, nous nommerons quelquefois classe d’une dérivée principale 


le nombre 
k(k—1) 
— + 
2 


où # et x désignent respectivement l’ordre et le genre de la dérivée 
considérée. Partageons en groupes les dérivées principales de toutes 
les fonctions inconnues, en plaçant dans un même groupe celles qui 
sont à la fois du même ordre et du même genre; puis, rangeons ces 
divers groupes de telle manière qu’en passant de l’un quelconque 
d’entre eux au suivant l’ordre des dérivées ne décroisse jamais, et que 
leur genre aille en augmentant si les deux groupes appartiennent au 
même ordre : cela étant, la classe d’une dérivée principale déterminée 
se trouve être précisément égale au rang du groupe qui la contient. 
Dans l’exemple ci-dessus, la fonction inconnue s a, dans le premier 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Janvier 1890. 4 


ordre, les dérivées de genre oou par A métr | 
ds! ds. CAUSE | 7 ( 
dy dt’ VAE 


et les dérivées principales de genre 1 


| . ase us . 
. {115 (a) . eae | = | 
| Elle a, dans le second ordre, les dérivées de genre o ou paramé- cu 
triques - “eof a” 
| ds ds ds. Si 
dy? dyd” dé’ 
‘ i 
Aye: t Q ° ore i : « y À 
les dérivées principales de genre 1 | o 
d’s ds ds : ds 
(Pim dxdy dedi’ dzdy’ dsdt’ 


et les dérivées principales de genre 2 


ds d’s d’s ‘ 


(7) | da®? deds’ ds? 
: et ainsi de suite. s | . 

. Enfin, les dérivées principales des groupes («), (8), (y) sont res- 
+ ear pectivement celles des classes 1, 2, 3. 


4. D'après ce qui précède, les équations différentielles d'un système 
immédiat partiel expriment toutes les dérivées principales premières des 
fonctions inconnues en fonctions composées des variables indépendantes, 
de ces mêmes fonctions inconnues et de tout ou partie de leurs dérivées 
paramétriques premières. 


5. La distinction entre les divers groupes d’intégrales d’un système 
immédiat d'équations différentielles partielles s'opère suivant les 
mêmes règles et a les mêmes conséquences que pour les équations dif- 
férentielles totales. 

Les intégrales seront dites ordinaires, si les valeurs des variables 
indépendantes, prises conjointement avec les valeurs correspondantes 


2 eo ss A A a # # . 
4 des intégrales elles-mêmes et de leurs dérivées paramétriques pre- 
7 : 
os 
LS ~ 
re 
£ | 
‘ 
. "is 
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mières, n’excèdent les limites d’olotropie d’aucune des composantes 
figurant dans les seconds membres, tout au moins tant que les va- 
riables indépendantes restent comprises entre certaines limites. 

Les intégrales seront dites singulières, si, dans les mêmes circon- 
stances, les composantes des seconds membres ne restent jamais olo- 
tropes en méme temps. 

Les intégrales ordinaires peuvent seules faire l’objet d’une théorie 
générale; elles vont maintenant nous occuper exclusivement. 


6. La substitution d’intégrales ordinaires connues dans les équations 
d’un système immédiat partiel en transforme tous les seconds membres 
en des fonctions composées, habituellement différentielles, des va- 
riables, des intégrales et de leurs dérivées paramétriques premières. 
D’après la définition même des intégrales ordinaires, les règles éta- 
blies pour les fonctions composées sont applicables à ces seconds 
membres (tout 40 moins entre certaines limites), et l’on peut, en con- 
séquence (15*), differentier indéfiniment les relations du système partiel 
considéré. 

Les nouvelles équations ainsi obtenues, jointes à celles du système, 
fournissent certaines expressions de toutes les dérivées principales des 
intégrales; car, des différentiations convenables, exécutées sur une 
équation convenablement choisie, peuvent évidemment amener dans 
le premier membre une dérivée principale déterminée; mazs elles n'en 
fournissént jamais pour leurs dérivées paramétriques, parce que les déri- 
vées principales du premier ordre, qui forment les premiers membres 
des équations différentielles proposées, sont toutes du genre 1, et que 
ce genre ne pourra jamais diminuer par des différentiations quelles 
qu’elles soient. 

Si donc on veut employer toutes ces équations à la reconstruction 
des développements des intégrales ordinaires considérées, wd faut de 
toute nécessité connaître non seulement leurs valeurs initiales, mais encore 
celles de toutes leurs dérivées paramétriques. Il faut encore que ces équa- 
tions puissent étre rangées dans un ordre de succession tel que chacune 
ne contienne dans son second membre (outre les variables indépendantes, 
les intégrales et leurs dérivées paramétriques ) que les dérivées principales 

figurant dans les premiers membres des équations aniérieures. 


as 


3 
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Si l’on veut, comme au n°25, trouver par la méthode des coefficients 
indéterminés tous les groupes d’intégrales ordinaires qui peuvent 
exister en partant de valeurs initiales arbitrairement choisies pour 


elles et leurs dérivées paramétriques de tous ordres, la seconde des 


. , 2 # LQ x ’ Là 
conditions ci-dessus énoncées est encore nécessaire au succes de l'opé- 


ration. 


7. Dans la théorie des équations différentielles totales, nous n'avons 
pas eu à nous préoccuper de la seconde condition, parce que la suc- 
cession voulue s’est trouvée réalisée d'elle-même, en rangeant les for- 
mules dites primitives d’après leurs ordres croissants. Mais ici, les 
choses se passent d’une manière infiniment moins simple, parce que la 
présence des dérivées paramétriques dans les seconds membres des 
équations du système immédiat partiel considéré rend généralement 
l’ordre du second membre égal à celui du premier dans les relations 
qui s’en déduisent par différentiations. Et il arrive éffectivement que 
cette seconde condition n’est pas remplie pour certains systèmes de la 
nature de ceux que nous avons définis au n° 1. 

Nous les excluons absolument de nos raisonnements, et nous réser- 
verons désormais le nom de systèmes wnmeédiats à ceux qui satisfont à 
la condition générale dont il s’agit. 


8. La restriction qu'il faut ajouter à la définition du n° 1, pour 
qu'elle devienne celle d’un système immédiat dans le sens ci-dessus 
expliqué, consiste à exclure de divers seconds membres certaines déri- 
vées paramétriques. Nous ne sommes pas en mesure de la formuler 
d’une manière absolument générale et précise; mais il nous suffira, et 
au delà, de considérer les systèmes satisfaisant à la condition que : 


u, 9 désignant deux fonctions inconnues quelconques, aucune dérivée 
(parametrique) de 9 ne figure dans les seconds membres des equations de 


la colonne (u), si quelque variable principale de + est parametrique 
pour u. 


Tous ces systèmes, comme nous allons incessamment le constater, 
remplissent la seconde des conditions énoncées au n° 6, et, pour plus 


7e 


Led 
>» 


de. 
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de simplicité dans le langage, ce sont eux seuls que désormais nous qua- 
lifierons d’immeédiats.: 


9. Éclaircissons ce qui précède par quelques exemples. 
Le système 
(u) (v) 


U, (x rade 
x tra 


de y “i # du =) 
ave Y Ns y Vy dy’ dx 


qui satisfait à la définition du n° 4, n’est pas de ceux que maintenant 
: Hare : de 
nous nommerons immédiats, soit parce que = figure dans le second 


membre de l'équation de la colonne (x), bien que la variable y, qui 
est principale pour ¢, soit paramétrique pour &, soit encore parce que 


5 figure dans le second membre de l'équation de la colonne (¢). 


Au contraire, le systeme 


(u) (v) 


dy 
EN Car DEMOS =) 


Slt 


rentre dans la catégorie dont il s’agit, nonobstant la similitude com- 
| dy du ; 
plete de ce Tableau et du précédent, parce que =» Fe ont disparu res- 


pectivement des seconds membres des colonnes (uw), (¢). 

Il en est de méme plus généralement toutes les fois que dans les 
équations de chaque colonne ne figurent les dérivées (paramétriques) 
d'aucune des fonctions inconnues qui correspondent aux autres co- 

“ 


lonnes. : 
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Tel est encore le système * 


PU (v) 


du de 


du do 1: 1 du dv 
7 LE (sr. u,?, dy’ =) 


ee = Usa ui, dy’ =) 


malgré la présence de toutes les dérivées paramétriques dans les se- 
conds membres. 

De même, plus généralement, tout système dans lequel le partage 
des variables (en principales et paramétriques) s'opère de la même 
manière relativement à toutes les fonctions inconnues. 

C’est dans cette dernière catégorie que se rangent les équations 
dites aux dérivées partielles, soit isolées, soit simultanées. Le Tableau 
contient alors soit une, soit plusieurs colonnes dans lesquelles toutes 
les cases d’une même ligne sont seules occupées. 

A la rigueur, on peut encore y placer les systèmes d'équations differen- 
tielles totales, puisque dans un pareil système, les variables sont toutes 
principales pour chacune des fonctions inconnues. 


10. Il est à remarquer que, sauf le cas d’un système différentiel 
total, le nombre des dérivées paramétriques pouvant éventuellement 
figurer dans les seconds membres d’un système immédiat donné est 
au moins égal à 1 pour chacun de ces derniers. Considérons, en effet, 
une équation quelconque du système, et supposons qu’elle ait pour 
premier membre une dérivée de la fonction u, par exemple : si, pour 
cette dernière, les variables indépendantes ne sont pas toutes princi- 
pales, le second membre pourra contenir les dérivées paramétriques 
deu, et, dans le cas contraire, il pourra contenir les dérivées paramé- 
triques de toutes les autres fonctions. 


11. Il nous faut approfondir maintenant la question effleurée au 
n'vs: al 


: 


eut : ey : a : 
Considérons une relation différentielle subsistant entre les diverses 
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fonctions d’un groupe d’intégrales ordinaires du système immédiat 
donné et à laquelle la règle des fonctions composées soit applicable, 
et supposons qu'elle satisfasse en outre aux deux conditions ci-après : 

1° Le premier membre est une dérivée principale de quelque inté- 
grale, et les diverses dérivées qui, outre les variables indépendantes 
et les intégrales elles-mêmes, figurent éventuellement dans le second 
membre, sont, les unes d'ordres inférieurs à celui du premier, les 
autres d’ordre égal, mais de genres moindres. 

2° Si l’on considère, d’une part, la fonction dont une certaine dérivée 
principale figure dans le premier membre, et, d’autre part, l’ensemble 
des fonctions dont quelque dérivée principale ou paramétrique d’ordre 
égal figure dans le second membre de la relation dont il s’agit, toutes 
les variables qui sont paramétriques pour la première fonction le sont 
aussi pour chacune des dernières. 

Pour abréger, nous appellerons immediate toute relation différen- 
tielle satisfaisant à cette double condition, comme aussi l’expression 
fournie par elle pour la dérivée principale contenue dans son premier 
membre. Nous nommerons en outre classe d’une relation immédiate 
celle de la dérivée principale en question. 


12. Les relations immédiates jouissent de deux propriétés impor- 
tantes que nous allons démontrer : 


1° Toute relation déduite d’une relation immediate par des différentia- 
tions quelconques est elle-méme immédiate. 


Il suffit, évidemment, d'examiner le cas où le nombre des différen- 
tiations se réduit à 1. 

Or, en vertu de la seconde des conditions énoncées au numéro pré- 
cédent, si cette différentiation n’augmente pas le genre de la dérivée 
figurant dans le premier membre de la relation sur laquelle on l’exé- 
cute, elle n’augmentera pas non plus le genre des dérivées d’ordre 
égal qui peuvent figurer dans le second; et, si elle augmente d’une 
unité le genre de la première, elle augmentera d’une unité au plus le 
genre de chacune des dernières. Donc, après comme avant la différen- 
tiation, les dérivées figurant dans le second membre seront, les unes 
d'ordres inférieurs au premier, les autres d’ordre égal mais de genres 
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moindres, et la première condition ne cessera pas d’être satisfaite. 

Me fet ot SRS 
Quant à la seconde, la chose s'aperçoit immédiatement sans qu’il soit 
nécessaire d’insister. 


» Toute relation déduite d’une relation immédiate en substituant à 
telles ou telles des dérivées principales qui figurent dans le second membre 
de cette dernière des expressions immédiates quelconques des dérivées en 
question est elle-même immédiate. 


Nous désignerons par (w) la relation immédiate sur laquelle on 
effectue les substitutions dont parle l'énoncé : il suffit évidemment 
d'examiner le cas où le nombre de ces dernières se réduit à 1. Cela 
étant, puisque la première des conditions énoncées au numéro pré- 
cédent se trouve satisfaite dans les deux relations que l’on combine, 
elle le sera nécessairement encore dans celle qui résulte de leur com- 
binaison. Quant à la seconde, en désignant par # l’ordre de la rela- 
tion (), elle ne cessera évidemment pas d’être satisfaite si l’on 
effectue dans le second membre une substitution portant sur quelque 
dérivée d’ordre inférieur à #. Examinons ce qui arrive lorsqu'on y 
effectue une substitution portant sur quelque dérivée d’ordre #. A cet 


effet, soient 
GES CRE LS | 


. Nr ’ ° ’ ’ 
la relation (wm); ¢,¢ l’une des dérivées d'ordre & contenues dans son 
second membre; 
Gl. . oy CEG hes) 


une expression immédiate de 6,9; et à,æ, ... les dérivées d'ordre # qui 
figurent dans cette dernière. La relation (w) étant immédiate, ainsi 
que l’expression considérée de 6,0, toute variable paramétrique pour u 
l’est aussi pour », et, l’étant pour ¢, l’est pour w, .... La seconde con- 
dition ne cesse donc pas d’être satisfaite après qu’on a substitué à de 
l’expression immédiate dont il s’agit. | 


13. Soient (w) une relation immédiate de classe J +1; (A) un sys- 
tème de relations immédiates en nombre fini, toutes de classes infé- 
rieures à Fes 1, et fournissant une expression au moins pour chaque 
dérivée principale des classes 1, 2, ...,/. Des relations (A) extrayons 
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un groupe (A’) fournissant pour chacune de ces dernières une expres- 
sion et une seule; dans le second membre de (w), substituons aux 
dérivées dont il s’agit leurs expressions tirées de (A’‘), et répétons 
l'opération en faisant successivement pour le groupe (A!) tous les 
choix possibles. L'ensemble des opérations que nous venons d’indi- 
quer s’appellera, pour abréger, remplacer dans la relation (w) les déri- 
vées principales des classes 1, 2, ..., j par leurs expressions tirées de (A). 


14. Cela posé, supposons les équations données identiquement 
satisfaites par quelque groupe d’intégrales ordinaires : substituons ces 
intégrales aux fonctions inconnues correspondantes dans les diverses 
équations du système, et désignons indifféremment par (A,) ou (B,) 
l’ensemble des relations immédiates qui résultent de cette substitu- 
tion. Effectuons ensuite sur chacune de celles-ci et de toutes les ma- 
nières possibles une différentiation (première) susceptible d'amener 
dans le premier membre quelque dérivée principale de seconde classe, 
et soient (A,) le groupe des relations résultantes, (B,) celui qu’on 
obtient en remplaçant dans chacune des relations (A,) les dérivées 
principales de première classe par leurs expressions tirées de (B,) 
(13) : en vertu des deux propositions démontrées au n° 12, le groupe 
total [(A, ), (B,)] fournit des expressions immédiates pour lès diverses 
dérivées principales de seconde classe. Effectuons maintenant sur les 
diverses relations des groupes 


(A) ou (Bi), (A), (B) 


toute différentiation (première) susceptible d'amener dans le premier 
membre quelque dérivée principale de troisième classe, et soient (A,) 
le groupe des relations résultantes, (B,) celui qu'on obtient en rem- 
placant dans chacune des relations (A,) les dérivées principales des 
deux premières classes par leurs expressions tirées de (B,), (B,) : le 
groupe total [(A;),(B;)] fournira de même des expressions immé- 
diates pour les diverses dérivées principales de troisième classe. Et 
ainsi de suite indéfiniment. 


15. Dans le groupe indéfini 
(3) (Ai), (Az); (As), 2.2 


Ann, del’Ec, Normale. 3° Série. Tome VII. — Janvier 1890. 5) 


<e 
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nous distinguerons : 1° le sous-groupe des relations primitives, Es 
en adjoignant aux relations du système proposé toutes celles qui s’en 
déduisent par de simples différentiations ; 2° le sous-groupe des rela- 
tions intermédiaires, composé de toutes les autres du groupe (3). 

Nous nommerons ultimes les relations 


(3 bis) (Bi), (Bz), (Bs), 


dont les seconds membres ne contiennent aucune dérivée principale. 


Désignant par 
É c (C1 )»: (Cast (Cy) 


LS 
les relations primitives des classes respectives 1, 2, 3, ..., nous aurons 
encore à considérer le groupe : 


(Di), (D2), (Ds), «++, 


entièrement composé de relations ultimes, et défini comme il suit : les 
relations (D,) coincident, comme (C, ), avec celles du système proposé 
(A,) ou (B, ); les relations (D,) s’obtiennent en remplaçant dans (C,) 
les dérivées principales de premiere classe par leurs expressions Lirées 
de (D,) (13); les relations (D,), en remplaçant dans (C,) les dérivées 
principales des deux premieres classes par leurs expressions tirées de 
(D,), (D,); et ainsi de suite indéfiniment. Les relations (D,), (D,), 
(D,), ... ainsi obtenues se nommeront primitivo-ultimes. 

Nous désignerons enfin par (1), faute d’une dénomination appro- 
priée, le groupe obtenu en adjoignant aux relations (C, ), (B,) et (C3) 
toutes celles qui se déduisent de (B,) et (C,) par de simples différen- 
tiations. Les formules du groupe (T°) autres que (B,) font toutes partie 
du groupe (3). 

Les expressions fournies pour les dérivées principales des intégrales 
ordinaires du systeme donné par les diverses relations ci-dessus définies 
seront affectées des dénominations correspondantes. 


16. Sur ces diverses relations et expressions, il importe de faire les 
remarques suivantes : 

1° Parmi les différentiations qui concourent à engendrer une dérivée 
principale, on peut distinguer les différentiations principales et les dif- 
ferentiations paramétriques : si celles de la premiere sorte intéressent 


SUR LA CONVERGENCE DES DÉVELOPPEMENTS DES INTÉGRALES ORDINAIRES. 35 


toutes une seule variable, la dérivée principale est dite simple; si elles 
intéressent au contraire plusieurs variables distinctes, la dérivée est 
dite complexe. Cela étant, on apercevra facilement, comme au n° 23*, 
qu'une dérivée simple a une seule expression primitive, tandis qu'une 
dérivée complexe en a autant que ses différentiations génératrices inte- 
ressent de variables principales distinctes. 

2° Il n’existe pas d'expressions intermédiaires pour les dérivées 
principales du premier et du second ordre. 

Dans le premier ordre, les relations primitives, comme les relations 
ultimes, coincident avec les équations du système donné. 

Dans le second ordre, le nombre des expressions ultimes d’une dérivée 
principale quelconque est précisément égal au nombre de ses expressions 
primitives, c’est-à-dire à 1 ou à 2 suivant que cette dérivée est simple ou 
complexe. Effectivement, si la dérivée considérée est du premier genre 
(et par suite nécessairement simple), la seule manière d’en obtenir 
une expression ultime consiste à remplacer dans son expression pri- 
mitive les dérivées principales du premier ordre par leurs valeurs 
tirées des équations proposées. Si la dérivée considérée est du second 
genre, toutes ses expressions ultimes s’obtiennent en éliminant de ses 
diverses expressions primitives tant les dérivées principales du pre- 
mier ordre que celles du second ordre et du premier genre : or cha- 
cune des dérivées à éliminer n’admet, comme nous venons de le voir, 
qu’une seule expression ultime. 

Dans les ordres supérieurs au second, la multiplicité des expres- 
sions d’une même dérivée complexe s’accroit lorsqu'on passe des 
formules primitives aux formules ultimes, ainsi que nous l'avons 
remarqué pour les équations différentielles totales. Mais, de plus, 
pour un système immédiat partiel, cette muluplicité peut s'étendre méme 
aux dérivées simples, parce que leurs expressions primitives peuvent 
fort bien renfermer des dérivées complexes, susceptibles, comme nous 
l'avons vu, de plusieurs expressions ultimes. 

3° Toute expression primitive, intermédiaire ou ultime, est entière par 
rapport aux composantes des seconds membres du système donné et à 
leurs dérivées partielles, comme aussi (lorsqu'il y a lieu) par rapport aux 
diverses dérivées des intégrales qui ne sont pas à la fois paramétriques et 
du premier ordre. 
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4° Les variables x, y, ..-, les fonctions inconnues u,v, ... et leurs de- 
rivées principales ou paramétriques de tous ordres étant considérées pour 
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes, pour que 
les formules primitives et intermédiaires soient vérifiées par des valeurs 
particulières données des variables dont il s'agit, u faut et il suffit que les 
formules ultimes le soient. 

Les groupes (3) et (3 bis) sont ainsi équivalents l’un a l’autre. 

5° Le groupe des relations primitives équivaut de même soit à celui des 
relations primitivo-ultimes, soit à celui des relations (VF) (15). 

6° Nous nommerons simple tout groupe indéfini de relations primi- 
tives, intermédiaires ou ultimes, fournissant, pour chaque dérivée prin- 
cipale, une expression et une seule. Si l’on attribue aux variables, aux 
fonctions inconnues et à leurs dérivées paramétriques des valeurs nu- 
mériques quelconques, les relations successives d’un pareil groupe, 
rangées d’après leurs classes croissantes, fournissent pour chaque dé- 
rivée principale une valeur numérique déterminée et une seule. 

Si, sans attribuer de valeur numérique particulière" à aucune de ces 
diverses quantités, on élimine du second membre de chaque équation 
jes dérivées principales qui y figurent à l’aide des équations anté- 
rieures, on obtient un groupe simple équivalent au premier, etentière- 
ment composé de relations ultimes. 


17. A partir de valeurs initiales données x, yy, ... des variables inde- 
pendantes, les développements par la série de Taylor des intégrales ordi- 
naires dont on admet l’existence pour le système immédiat considere, 
peuvent être reconstruits dés que l’on connaît seulement leurs valeurs ini- 
tiales et celles de leurs dérivées parametriques de tous ordres. | 

Effectivement, les seconds membres des formules ultimes ne conte- 
nant que les variables indépendantes, les intégrales et leurs dérivées 
paramétriques, l'hypothèse numérique «=a, y = y,, ... les trans- 
forme tous en des quantités connues et fait connaitre, par suite, les 
valeurs initiales de leurs premiers membres, c'est-à-dire de toutes les 
dérivées principales des intégrales dont il s’agit. 

En résumé, on connaît donc ainsi les valeurs initiales de ces inté- 
grales et de toutes leurs dérivées sans distinction, c’est-à-dire ce qui 
est nécessaire pour construire les développements cherchés. 


i 
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18. Quand les variables principales d’une intégrale prennent leurs 
valeurs particulières initiales, cette intégrale se réduit à une fonction 
de ses seules variables paramétriques, que nous nommerons sa détermi- 
nation initiale. Dans le système (1), par exemple, la détermination ini- 
tiale de wu est une fonction de y, celle de » une fonction de æ. Dans 
le système (2), celles des intégrales w, » sont toutes deux des fonc- 
tions de y. 

Si, pour une certaine intégrale, toutes les variables de la question 
sont principales, sa détermination initiale se réduit à une constante : 
c’est ce qui arrive toujours dans un système d'équations différentielles 
totales. 

Si, pour une autre, les variables sont toutes paramétriques, sa dé- 
termination initiale est fonction .de toutes les variables. 


19. La connaissance des determinations initiales de toutes les intégrales 

permet aussi bien la reconstruction de leurs développements. 

Il est clair, en effet, que les valeurs initiales d’une intégrale et de 
ses dérivées paramétriques sont précisément celles de sa détermina- 
tion initiale et de ses dérivées de tous ordres. La connaissance des dé- 
terminations initiales équivaut donc exactement a celle des valeurs 
initiales des intégrales et de leurs dérivées paramétriques, laquelle, 
d’après le théorème du n° 17, suffit à la reconstruction de leurs déve- 
loppements. 


20. Au lieu de reconstruire, comme nous venons de l'indiquer, les 
développements d’intégrales dont l'existence est supposée connue, 
cherchons maintenant s’il existe quelque système d’intégrales ordi- 
naires ayant pour déterminations initiales des fonctions de leurs divers 
groupes de variables paramétriques choisies au hasardy mais jouissant, 
bien entendu, de la double propriété d’être toutes olotropes pour les valeurs 
initiales des variables indépendantes, et d'avoir, ainsi que leurs dérivées 
premières, des valeurs initiales qui, prises conjointement avec celles des 
variables, laissent aussi olotropes les composantes des seconds membres 
des équations donnees. : 

Un pareil système d’integrales, lorsqu'il existe, est évidemment unique, 
et son existence dépend des trois conditions suivantes, comme s’il 
s'agissait d’un système total. 


©. 
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I. Nonobstant la muliplicité des expressions ultimes d'une même dé: 
rivée principale d'une intégrale hypothétique (46,520 les valeurs int- 
tiales qu’elles fournissent de diverses manières pour cette dérivée doivent 
toujours être numériquement égales les unes aux autres. | Le 

Il. Les développements construits par la méthode des coefficients inde- 
terminés, comme s'il s'agissait d'une simple reconstruction (17), doivent 
avoir quelque système de rayons de convergence lous différents de zéro. 

III. Leurs sommes doivent satisfaire effectivement à toutes les équations 
du système immédiat propose. ot 

La dernière de ces trois conditions ne peut manquer d'être remple st 
les deux premiéres le sont, alors méme qu'on se bornerait à considérer 
dans celles-ci les valeurs initiales fournies par les seules formules primi- 
tivo-ultimes. Effectivement, les valeurs initiales des variables indépen- 
dantes, des fonctions définies par les développements dont nous venons 
de parler, et de leurs dérivées principales ou paramétriques de tous 
ordres, vérifient par hypothèse les formules primitivo-ultimes, donc 
aussi (16, 5°) les formules primitives. La substitution des fonctions 
considérées dans chaque équation du système en transforme donc les 
deux membres en des fonctions de x, y, ... numériquement égales, 
ainsi que leurs dérivées semblables, pour 2 = a, y = yo, --. et, par 
suite, identiquement égales entre elles (7*). 

Nous n'avons ainsi à nous occuper que des deux premières condi- 
tions. 


21. La réalisation de la première peut s’opérer soit par une adapta- 
tion convenable de la nature des fonctions choisies pour détermina- 
tions initiales des intégrales hypothétiques à celle des seconds membres 
des équations du système, soit par une corrélation spéciale entre les 
seconds membres, en vertu de laquelle la condition dont il s’agit se 
trouve remplie indépendamment du choix des fonctions prises pour 
déterminations initiales. 

Nous exprimerons l'existence de cette dernière corrélation en disant 
que le système immédiat proposé est passif. Quant aux intégrales 
ordinaires des systèmes non passifs, qui sont loin d’exister toujours, 
nous les nommerons exceplionnelles, comme nous l'avons fait au n° 27* 
pour les équations différentielles totales. ” 
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22. Pour qu'un système immédiat d'équations différentielles partielles 
soit passif, il faut et il suffit que les deux expressions ultimes de chaque 
dérivée complexe seconde d’une fonction inconnue quelconque soient 

égales identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les valeurs attribuees 
aux variables, aux fonctions inconnues et à leurs dérivées parametriques 
premieres et secondes, ces trois sortes de quanttes élant considérées pour 
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes. 


Si le système est passif, les diverses expressions ultimes de chaque 
dérivée principale, et en particulier de chaque dérivée complexe du 
second ordre, doivent être identiquement égales, d’où résulte immé- 
diatement que la condition posée est nécessaire. Nous prouverons 
qu’elle est suffisante en raisonnant comme il suit. 

Toute expression ultime d’une dérivée principale s’obtient en dif- 
férentiant un certain nombre de fois l’une des équations proposées, 
et remplaçant après quelques-unes de ces différentiations, en parti- 
culier après la dernière, les dérivées principales qui figurent dans le 
second membre par telles ou telles de leurs expressions ultimes. Cela 
posé : 


I. Si l’égalité identique entre les diverses expressions ultimes de 
chaque dérivée principale a lieu jusqu'à la classe 72% inclusivement, 
toutes les expressions ultimes d'une dérivée déterminée de classe j +1, 
obtenues en effectuant sur une même équation du système proposé l'ope- 
ralion ci-dessus indiquée, sont identiquement égales entre elles de quelque 
maniere que celte opération soit conduite. 


° En premier lieu, si l’on n’opere de substitutions qu'après avoir 
opéré la dernière différentiation, la relation ultime à laquelle on est 
conduit est toujours la même; car la formule primitive résultant des 
seules différentiations est indépendante de l’ordre dans lequel on les 
exécute, et pour chacune des dérivées principales, de classes néces- 
sairement inférieures à J +1, qu'on en doit éliminer, les diverses 


expressions ultimes sont par hypothèse identiques. 4 | 
2° Si l’on ne change pas l’ordre relatif des différentiations, le ré- 


sultat de l'opération ci-dessus indiquée est indépendant de toutes les 
autres conditions dans lesquelles on l’effectue. 
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Supposons en effet que les différentiations, dont nous désignerons 
le nombre par 4, soient exécutées dans un ordre déterminé, certaines 
d’entre elles étant suivies de substitutions déterminées; soient x celle 
des variables indépendantes par rapport à laquelle la dernière doit 
avoir lieu, et 


(4) Op FÜR Vi ca lle Pat M) 


la relation immédiate sur laquelle on a à l’exécuter. Dans cette for- 
mule à, désigne une certaine dérivée principale d’ordre #, et 5, ..., 
=, ... les diverses dérivées respectivement principales et paramé- 
triques dont le caractère immédiat de la relation autorise la présence 
do 
dx’ 
,-.. qui sont principales sont au plus de la classe 7; car elles fi- 


dans le second membre. Les dérivées et celles des dérivées 


a 
dx 
gurent éventuellement dans le second membre de la relation immé- 
diate que l’on déduit de (4) au moyen d’une différentiation relative 
à æ, et, par suite, sont de classes inférieures au premier membre 
dÔx 
dx 
cune des dérivées principales 5, ..., a donc une expression ultime 
unique, d’où résulte en particulier que, si l’on désigne par 


qui est de classe 7 +1. Chacune de ces dérivées, comme aussi cha- 


Y Y 
+ | FUME , ES 


les expressions ultimes des dérivées 


do 


Ts ry de: erry 


dX ; = 
et par (=), --+ les résultats que donne la règle des fonctions com- 


posées quand on effectue sur X, ... une différentiation relative à æ, 


les diverses expressions ultimes X,, ... peuvent s’obtenir en élimi- 
: | > 
nant respectivement des diverses expressions (Ep ++» les dérivées 
T 


principales (de classes nécessairement inférieures à j) qui peuvent y 
figurer. 


Cela posé, au lieu de différentier par rapport à a la relation (4), ce 
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qui donne 
ain af. di du df de df do af dr 
ele dude. dr dr UD de dE 0 dr de 0e 
puis de remplacer, d’une part, les dérivées principales a, . ., es ce. 
par les expressions ultimes 2, ..., Z,, ..., d’autre part, celles des dé- 
rivées 2", 4 a! i sont principal rl 
CS n° de? °°? ge‘ Qui sont principales par les expressions 


ultimes correspondantes, il revient évidemment au même de diffé- 
rentier par rapport à æ la relation 


D RARE MU, PS Ua 0e raie 
te 
ce qui donne ‘ ù 
Mn di vod du wadf dr af (ax df dz 
dx dx fi de® de + sae) Seeded oo: 


puis de remplacer par leurs expressions ultimes les dérivées princi- 
pales qui peuvent alors figurer dans le second membre. 

Ainsi on peut, sans changer le résultat, remplacer dans le second 
membre de (4) les dérivées principales par leurs expressions ultimes, ce 
qui donnera une expression ultime de à,, effectuer seulement alors la 
dernière différentiation, et remplacer finalement par leurs expressions 
ultimes les dérivées principales introduites par cette différentiation 
dans le sécond membre. Si l’on observe maintenant que Ox, puis les 
dérivées dont il s’agit, étant de classes inférieures à 7 +1, ne sont sus- 
ceptibles chacune que d’une expression ultime, le point qui nous oc- 
cupe se trouve entièrement démontré. 

3° Considérons deux quelconques des expressions ultimes dont il 
s’agit actuellement de constater l'identité, et qui se déduisent, comme 
nous l’avons expliqué, par différentiations et substitutions, d’une même 
équation du système proposé. Si, sans changer de part ni d'autre 
l'ordre relatif des différentiations, on n’opère de substitutions qu'après 
la dernière d’entré elles, on tombe sur-deux expressions ultimes res- 
pectivement identiques aux deux précédentes (2°), et l’on sait d’ail- 
leurs (1°) qu’en procédant ainsi le résultat est indépendant de l’ordre 
des différentiations. 
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II. Si l’égalié identique entre les diverses expressions ultimes de chaque 
dérivée, principale a lieu jusqu'à la classe J 23 tnclusivement, les deux ex- 
pressions ultimes d’une méme dérivée principale de classe | +1, déduites 
de deux équations distinctes du système proposé par l'opération indiquée 
plus haut, sont nécessairement identiques. 


Supposons, par exemple, que les deux équations dont il s’agit soient 


TOUL du _ 
(5) Tati eae 


L'une des différentiations à exécuter sur la premiere est nécessaire- 
ment relative a y, Pune des différentiations à exécuter sur la seconde 
nécessairement relative à a, et celles qui restent ont lieu de part et 
d’autre par rapport aux mémes variables. Or les expressions ultimes 
d’une même dérivée principale étant identiques jusques et y compris 
la classe 7, on peut, sans changer les résultats (1), opérer de la manière 
suivante sur chacune des équations (5) : 1° effectuer d'abord la diffé- 
rentiation relative à y s’il s’agit de la premiere, relative à æ s’il s'agit 
de la seconde, et remplacer dans les seconds membres les dérivées 
des deux premières classes par leurs expressions ultimes; 2° exécuter 
ensuite les différentiations restantes et remplacer finalement dans les 
seconds membres toutes les dérivées principales par leurs expressions , 


“ultimes. En vertu de l'hypothèse, les résultats sont identiques apres la 


premiere partie de l’opération, et par suite aussi apres la deuxième. 


III. Pour les trois premières classes (ou, ce qui revient au même, 
pour les deux premiers ordres), l’égalité identique entre les diverses 
expressions ultimes d’une même dérivée principale a lieu d’elle-méme 
si cette dérivée est simple (16, 2°), et résulte de l'hypothèse si cette 
dérivée est complexe. On en conclura, par l'application répétée des 
propositions ci-dessus énoncées (I, Il), que cette égalité identique a 
encore lieu pour la quatrième classe, puis pour la cinquième, et ainsi 
de suite indéfiniment. 


a ; as 

23. Une particularité essentielle à noter est que le système propose 
est passif sans condition dans le cas où chaque Jonction inconnue n'a pas 
plus d'une seule variable principale. Effectivement, le choix de l’équa- 
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tion à différentier pour obtenir une dérivée principale déterminée n’a 
plus alors rien d’arbitraire, et le point à démontrer résulte du numéro 
précédent (1). 

D'une manière générale, le nombre total des conditions de passivité est 
égal à la somme de ceux qui pour chaque fonction inconnue expriment 
combien ses variables principales offrent de combinaisons deux à deux. 
Pour des nombres donnés h, g, de variables indépendantes etde fonc- 
tions inconnues, il peut donc varier de o, valeur qu’il prend lorsque 


chaque fonction inconnue n’a pas plus d’une variable principale, 

» A(h —1) 

a 2 ——— 
1.2 


8 » valeur qu’il acquiert quand aucune fonction inconnue 


n’a de variable paramétrique, c’est-à-dire quand le système immédiat 
est total (29°). 


24. De l’ensemble des formules primitives, intermédiaires et ul- 
times, extrayons un groupe indéfini fournissant au moins une expres- 
sion pour chaque dérivée principale, et considérons-y, pour un instant, 
les variables x, y, ..., les fonctions inconnues u,v, ... et leurs déri- 
vées principales ou paramétriques de tous ordres, comme autant de 
variables indépendantes distinctes : lorsque les conditions initiales (19) 
seront choisies de telle manière que les relations dont il s’agit soient 
toutes vérifiées quand on substitue, d’une part aux variables æ, y, ..., 
aux fonctions u, , ... et à leurs dérivées paramétriques les valeurs 
initiales données, d’autre part à leurs dérivées principales des valeurs 
particulières convenables (formant de toute nécessité un système 
unique), nous dirons qu’il y a, relativement aux conditions initiales 
dont il s’agit, concordance numérique entre les relations du groupe. 

Dans un groupe simple, quel qu’il soit, la concordance numérique 
a lieu d’elle-méme relativement à des conditions initiales ‘quel- 
conques. 


25. Il nous reste maintenant (20) à examiner si, les conditions 
initiales étant choisies de manière à assurer la concordance numé- 
rique (24) des relations primitivo-ultimes, ou, ce qui revient au 
même (16, 5°), des relations primitives, les développements qu'on en 
déduit pour les intégrales hypothétiques sont convergents. C'est la 
une condition qui n'est pas nécessairement remplie, et, dans les deux 
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paragraphes qui suivent, nous spécifierons précisément un cas tres 
étendu où elle l'est toujours, et un autre cas où sa réalisation dépend 


des circonstances particulières du problème. 


Systèmes immédiats qui sont en même temps réguliers ou semi-réguliers. 
Réduction d'un système immédiat non linéaire à un système immédiat 


linéaire, 


26. Quand les fonctions inconnues d’un système immédiat peuvent 
être placées dans un ordre tel que toute variable qui est princi- 
pale pour l’une d’entre elles le soit aussi pour chacune des précé- 
dentes, nous écrirons de gauche à droite dans cet ordre les colonnes 
correspondantes de son Tableau, et nous dirons qu’il est régulier. De 
cette manière, les fonctions se rassemblent naturellement en groupes 

_ jouissant de cette propriété que, pour deux fonctions inconnues quel- 
conques, le partage des variables en principales et paramétriques se 
fait ou non de la même manière suivant qu’elles appartiennent au 
même groupe ou à deux groupes différents. A ces divers groupes, et 
en allant de gauche à droite dans le Tableau, nous assignerons les 
numéros d’ordre 1, 2, 3, ..., et chacun de ces numéros s’appellera 
le rang de régularité commun des fonctions inconnues du groupe 
correspondant. 

Pour un systeme de cette espece, nous écrirons aussi les lignes du 
Tableau dans un ordre tel que le nombre des cases occupées n’aug- 
mente jamais d'une ligne à la suivante quand on le lit de haut en bas. 
Les variables se rassemblent ainsi en groupes jouissant de cette pro- 
priété que deux lignes quelconques du Tableau offrent la méme dis- 
tribution de cases pleines et vides ou des distributions différentes, 
suivant que les variables qui leur correspondent appartiennent ou non 
au même groupe. A ces divers groupes de variables nous attribuerons, 
de méme, les rangs de régularité 1, 2,3, ..., en parcourant le Tableau 
de haut en bas. 

Par exemple, le système (2) du n° 9 est régulier ; plus générale- 
ment aussi {out système dans lequel le partage des variables en princi- 
pales et parametriques s'opère de la même façon par rapport à toutes les 
fonctions inconnues : en pareil cas, ces dernières ont toutes le rang 1, 
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et les variables indépendantes ont le rang 1 ou 2, suivant qu ‘elles sont 
principales ou paramétriques. Dans cette catégorie se rangent, en parti- 
culier, les systèmes d'équations différentielles totales. 

Le système écrit ci-dessous 


(a) (9) (w) (s) 


(x) du AT Le | 
Cr) 5 = = 
(2) | = ; 

(0) | 


est encore régulier s’il est immédiat, c’est-à-dire si les dérivées para- 
métriques contenues dans les seconds membres d’une colonne quel- 
conque n’appartiennent à aucune des fonctions qui correspondent aux 
colonnes antérieures. Les fonctions u, ¢, w, s y ont respectivement les 
rangs 1, 2, 3, 4, et de même les variables x, y, z, t 

Nous appellerons irrégulier tout système immédiat non régulier, et 
semu-régulier tout système immédiat et irrégulier pouvant se déduire 
de 7 Le système immédiat et régulier par la suppression de cer- 
taines équations différentielles. Par exemple, le système (1) du n° 9 
est irrégulier; tout système immédiat dont les seconds membres ne 
contiennent aucune dérivée des fonctions inconnues est nécessaire- 
ment semi-régulier lorsqu'il n’est pas régulier, car on peut alors l’ex- 
traire de quelque système d'équations différentielles totales. 


27. Nous dirons encore qu’un système immédiat est /indaire quand 
les dérivées (paramétriques) des fonctions inconnues entrent toutes 
linéairement dans les équations qui le composent. Chaque second 
membre se réduit alors à une somme de termes dont l’un est une cer- 
taine fonction des variables indépendantes et des fonctions inconnues 


| RSR 
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seulement, tandis que l’un quelconque des termes restants est le 
produit d’une semblable fonction par quelque dérivée paramétrique. 
Par exemple, l'équation aux dérivées partielles 


(u) 


du du 
(æ) D = Ua(æ, y uy =) 


constitue un systeme linéaire si son second membre est de la forme 


du 

US (a, y, u) + UY (2, y, ners! 

Il faut aussi rattacher les équations différentielles totales aux systèmes 

linéaires, puisque leurs seconds membres ne renferment point de déri- 
vées. 


28. Étant donné un système immédiat quelconque, supposons qu’on 
assigne à ses intégrales ordinaires des conditions initiales choisies au 
hasard, mais jouissant, bien entendu, de la double propriété énoncée 
au n° 20. A l’aide des relations contenues dans un groupe simple dé- 
terminé de formules primitives, intermédiaires ou ultimes (n° 16, 6°), 
on peut évidemment, et d’une seule manière, construire des séries en- 
tières dont les sommes coincideront avec les intégrales cherchées, st 
toutefois ces dernières existent; mais on ne peut affirmer que les déve- 
loppements ainsi construits fournissent des intégrales du système 
proposé avant de s’être assuré et de leur convergence, et de la concor- 
dance numérique’ des formules primitivo-ultimes relativement aux 
données initiales. Quoi qu'il en soit de cette dernière condition, si 
celle de convergence se trouve remplie, nous dirons, pour abréger, 
que les sommes de nos développements sont des intégrales fictives du 
système en question satisfaisant aux conditions initiales choisies. 


29. Tout système partiel jouissant de la triple propriété d’étre imme- 
diat, régulier et linéaire, possède un groupe d'intégrales fictives répondant 
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a des conditions initiales données, et construites à l’aide d'un groupe 
simple donné de relations primitives, intermédiaires ou ultimes. 
7 


Jusques et y compris l'alinéa IIT du présent numéro, nous suppose- 
rons simplement que le systeme partiel auquel nous avons affaire est 
immédiat et linéaire, sans nous inquiéter de savoir s’il est régulier ou 
non. Nous nommerons alors 


[z, 2] le système dont il s’agit; 

Los Vo, --- les valeurs initiales des À variables indépendantes æ, y, ...; 

Uy, Vo, .-. celles des g fonctions inconnues u, 9, .. .; 

v, ©, ... les déterminations initiales de ces dernières ; 

(@) le groupe simple de formules qui, conjointement avec les détermi- 
nations initiales, nous servira à construire les développements en 
séries des intégrales hypothétiques, et que nous pouvons toujours 
supposer ne contenir exclusivement que des relations ultimes 
n°1510); | 

U(x, y, ...,u,v,...), ..., les coefficients des dérivées paramétriques 
dont le caractère immédiat du système [z, /] autorise la présence 
dans les seconds membres de ses diverses équations; 

O(T, y, ..., u, ?, ...), ... les termes indépendants de ces dérivées 
dans les mêmes seconds membres. 


Cela posé, nous démontrerons les points suivants : 
I. Si l’on désigne par 
Ps Otis Ca, res Ah Bi Be, ome sy Be 


des constantes positives quelconques, par € une constante positive plus pe- 
tite que 1, et si l’on pose, pour abreger, 


TE Lo) + (yy —Yo) +--+ Ba(u — 4) + Br — %)+-.., 


O(c) = a 


= © 
le système différentiel total obtenu en égalant a 


7 mO(r) - 
>) 1— €@(z) 
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les gh quantiles 
B,du B, dv * 


ra, 


*-: 
a, dx a, dx : 
(7) | B, du B, dv 


admet un groupe d’intégrales ordinaires olotropes en Xo, Vor +++ CLS y Te- 
duisant respectivement à Uy, V0, -..; les dérivées de tous ordres de ces inte- 
grales ont des valeurs initiales essentiellement réelles, positives et indépen- 
dantes des valeurs particulières choisies pour Xo, Yo, ..., Uys Pos +... 


Effectivement, ce système mis sous forme immédiate est passif, ainsi 
qu'il est facile de s’en assurer, et admet par conséquent (n° 31*) un 
groupe d’intégrales ordinaires satisfaisant aux conditions initiales dont 
il s’agit. Si l’on développe maintenant la fonction (7) suivant la for- 


mule 
I+tT+7?-+..., 


et qu'après avoir remplacé 7 par sa valeur on ordonne par rapport aux 
puissances de 


Lime Ly Ve Mia ea AU CU) Cs 


on voit immédiatement que les valeurs initiales de cette fonction et de 
ses dérivées de tous ordres sont essentiellement réelles, positives et 
indépendantes des valeurs particulières choisies pour 2, Yo, +.., o, 


5... Il en est de même de la fonction 


É qu'on peut déve- 
lopper suivant la formule 


I 
1— eO(t 
1+ 6O-+-<?@?+... 


par suite enfin du produit 4@(+) ST TE second membre commun à 
toutes les équations différentielles du système total. Les valeurs ini- 
tiales des dérivées de tous ordres de nos intégrales jouissent done, 
elles aussi, de la propriété énoncée; car, en vertu des formules ultimes 
appliquées à leur calcul, elles se présentent sous forme d'expressions 
entières, sans aucun signe —, par rapport aux valeurs initiales de la 
fonction (6) et de ses dérivées partielles. 


SUR LA CONVERGENCE DES DÉVELOPPEMENTS DES INTÉGRALES ORDINAIRES. 4 


Il. Les intégrales dont nous venons de constater I’ existence vérifient 
identiquement un système [ 1, L], immédiat et linéaire comme [z, /], et pre- 
sentant avec lui cette seule différence que les diverses fonctions 


ÉD CARS PO ET PRE Mga 


s’y trouvent remplacées par des fonctions de la forme AOC OR os 
désignent des constantes positives. 


Soient, en effet, 


(8) a = 


l’une des équations du système |, 2]; g le nombre, au moins égal à 1, 
des dérivées paramétriques dont le caractère immédiat du système 
autorise la présence dans le second-‘membre de l'équation (8) (10); 
et v,, vs, ..., Vg des quantités positives vérifiant la relation 


Vj Vet... + Vege. 
De l’équation 
Bi du __ mO@(r) 


dx ~ 1—€ @(z)’ 
qui figure dans le système différentiel total défini à l’alinéa I, on tire 
immédiatement 


TO du | du 
(9) 6 VA HER MN D arty AAG ee oe 
Comme les diverses quantités (7) deviennent identiquement égales 


entre elles par la substitution à w, ¢, ... des intégrales considérées, la 


dérivée ea ne differe alors que par un facteur constant positif de cha- 
x 


cune des g dérivées qui figurent éventuellement dans le second 
membre de l’équation (8); rien n’est donc plus facile que d’introduire 
ces q dérivées respectivement dans les g derniers termes de l’équa- 


: ; du : ee 
tion (9) à la place de = pe On fera-des calculs analogues au précédent 


en considérant l’une apres l’autre toutes les équations du système [7, /], 
etilest clair que le système [1, L] ainsi obtenu satisfera à toutes les 
conditions énoncées. 
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Nous nommerons v,... toutes les quantités analogues à v,, v:...., 
v, qui figurent dans les seconds membres de ces nouvelles équations ; 
Ur, este sales coefficients des dérivées paramétriques 
et O(a, y,...,u,v,...),... les termes indépendants de ces dérivées 
dans les mêmes seconds membres; enfin Y, ®, ... les déterminations 
initiales, relativement au système [I, L], des intégrales dont nous ve- 
nons de constater l’existence. 


En désignant par K', ... celles des constantes i, ... qui figurent dans 
l’une ou l’autre des fonctions W (a, y, ...,u,v,...), ..., et par À”, ... 
celles qui figurentdans l’uneou l’autre des fonctions Q(x,y,...,u,v,...),.…., 
on voit immédiatement que les premieres ont des expressions indépen- 
dantes de 12, et les secondes des expressions linéaires par rapport à \. 


Ill. Soient r une constante positive inférieure à tous les olometres 
dés composantes dre. until NO ESRI 
et des déterminations initiales v, 9, ... pour les valeurs initiales de 
leurs variables respectives; M, ... d’autres constantes positives en 
même nombre que les fonctions Ÿ, ..., et respectivement supérieures 
(ou égales) aux modules que ces dernières peuvent acquérir à l’inté- 
rieur et sur les circonférences des cercles de rayon r ayant pour cen- 


tres les points æ,, Vo, ..., Uy, %, ...: il est clair que les constantes 
M, ..., les constantes v, ... et les constantes A’, ... se correspondent 
respectivement. 


Supposons actuellement que, par un choix convenable des constantes 


(10) Ai, Os cs Any Br B», .., Pe es. Vs 7 


on puisse réaliser à la fois toutes les conditions suivantes : en méme temps 
que la constante « est inférieure à [ unite et que les diverses constantes v, … 
Jigurant dans une même équation quelconque du système [1, L| ont une 
somme égale ae, comme lt ‘exige la définition du système dont ul s'agit, 
les constantes a, 2, ..., %, Bi, Ba, ..., Be sont toutes supérieures (ou 
égales) à et les constantes X, ... | dont les valeurs dépendent de celles 


qu'on attribue à (10)| respectivement supérieures (ou égales) aux con- 
stantes M, .... 


D r \ . . 
Cela étant, le système |i, || admet certainement un groupe d'intégrales 
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fictives répondant aux déterminations initiales v, ©, ..., et construites a 
? &. . \ 
l’aide des relations (a). 


Effectivement, soient 


N une quantité positive supérieure à tous les modules que peuvent ac- 
quérir les composantes w, ... et les dérivées premières des fonc- 
tions v, ©, ... à l’intérieur et sur les circonférences des cercles de 
rayon r ayant pour centres les valeurs initiales de leurs variables 
respectives ; 

a la plus petite des quantités, "ra: 

B la plus grande des quantités 6,, B,, ..., 8 


oe 
Le] 


Prenons enfin pour la constante u, encore indéterminée, une valeur 
vérifiant l'inégalité 


(11) > N 


Cela étant : 
1° Puisque les constantes A’, ... sont respectivement supérieures 
Du HHtantes 0" Cf 4es CONSLANLES 0, Bos 0148p» Gar Bor .<., Be 


DRE AL : . 
toutes Supérieures à -> On voll sans peine que, par rapport aux valeurs 


initiales Ly, Vos +++) Uyy Vo, +++, les fonctions W', ... sont respectivement 
majorantes (31", 1) pour les functions 


Ae Se 


es 2s EY = Notes MU Pa PE 


qui, à leur tour et en vertu du même raisonnement qu'au n° 31° (11), 
sont respectivement majorantes pour les fonctions v, .... D’autre part, 


: , 5 a hae 
les constantes A’, ..., au moins égales à uv. B’ sont toutes supérieures 


à N en vertu de l’inégalité (11) : les fonctions Q, ... sont done majo- 


rantes pour 
N 


2 
Be de rome Eee Vo Anse 


r 


| — 


et, à plus forte raison, pour les fonctions w, ... 


PSE || 


%d Peer ' 
PEU ape 
<5) a 7 


MENT er queR rues 


: 5 à Il est clair que les valeurs initiales des dérivé 
2 des fonctions Y, ®, ... coincident avec les valet irs ll À 
* vées semblables des intégrales dont nous avons con stence 
dans le systeme différentiel total considéré a l'alinéa I. Or dans ce 
dernier, mis sous forme immédiate, le second membre d’une rites 


quelconque est évidemment majorant pour 


= 


a(t) FU ENT 

. : Bee Q(z)’ ” AS 

a et a plus forte raison pour : Sir Eté +: . 
(12) Ge Olas — mt y—Yor---))p \ 


car on voit aisément que la suppression du dénominateur 1 — ¢@(7), 
puis la diminution des coefficients positifs dis Las ER EE Er 
Bs, qui se trouvent remplacés, les premiers par a, les seconds par o, 
ne peuvent que diminuer les valeurs initiales de la fonction et a ses 


dérivées de tous ordres; d'ailleurs, en vertu de (11) et de a> D la 
fonction (12) est à son tour majorante pour 


(3) | NOT Let — yer] 


Donc les seconds membres des équations du système différentiel total 
mis sous forme immédiate sont tous majorants pour la fonction (13) 
relativement aux valeurs initiales a, y,,..., Uy, #0, ... Dès lors, si 
l'on considère d’une part le système dont il s’agit, d'autre part le sys- 
tème différentiel total évidemment passif qui se déduit du précédent 
en y remplaçant tous les seconds membres par la fonction (13), il ré- 
sulte immédiatement de la forme des expressions ultimes (15), (16, 3°) 
que les dérivées de tous ordres des intégrales déterminées par les con- 
ditions inifiales = Wj, =, pour 2 = Y= Vay de auront 
dans le premier des valeurs initiales supérieures à celles qu’elles pos- 
sedent dans le second. D'après cela, /a valeur initiale d’une dérivée 
quelconque d'ordre mde Y,®, ..., surpassera la quantité 


La NN ame 
pie 1 
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et à plus forte raison (comme dans ee le module de la valeur initiale de 
la dérivée semblable de v, ®,..., qu'on peut considérer comme une dé- 
rivée d'ordre m — 1 de quelqu’une des dérivées premières. 

3° Les relations primitives, intermédiaires et ultimes, se correspon- 
dant respectivement dans les deux systèmes [7, /], [I], L], on peut, aux 
relations (&) du premier système, faire correspondre dans le second 
un groupe de relations que nous désignerons par (II). Or les expres- 
sions ultimes fournies par (IT) sont entières par rapport aux fonctions 
W,..., Q,... et à leurs dérivées partielles, comme aussi par rapport 
aux dérivées partielles des fonctions Y, ®, ...; et les expressions ul- 
times fournies par (@) sont composées exactement de la même façon 
avec les fonctions Ÿ, ..., w, ..., leurs dérivées partielles, et les déri- 
vées des fonctions v, 9, .... Donc, en vertu de ce qui précède (1°, 2°), 
les intégrales du système [1 L| dont l’ existence a été constatée plus haut (11) 
admettent pour leurs dérivées principales de tous ordres des valeurs int- 
tiales respectivement supérieures aux modules de celles que donnent les 
formules (&) et les determinations initiales v, 9, ... pour les dérivées sem- 
blables des intégrales fictives dont l’existence est à démontrer. 

4° Les développements des intégrales considérées du système [1], L] 
étant de toute nécessité convergents, il résulte immédiatement de ce 
qui précède (2°, 3°) que les développements construits à l’aide des 
formules (©) et des déterminations initiales v, 9, ... ne peuvent man- 
quer de l'être aussi. 


IV. Tout se réduit maintenant à prouver qu’en supposant régulier 
le système [2, /], les conditions énoncées au début de l'alinéa IIT peu- 
vent être satisfaites toutes à la fois par un choix convenable des con- 
stantes (10). A cet effet, nous fixerons arbitrairement les constantes ¢, 
v, .. sous les seules conditions exigées par la définition du système 
[1, L] C1, IL), et nous ferons voir qu’en désignant par P, Q deux con- 
stantes positives absolument quelconques, on peut trouver pour &;, .…, 
2 NET Ba des valeurs toutes supérieures à P, et telles que les con- 
stantes A’, ... soient toutes supérieures-a Q. 

Nommons «, 8, y, n quatre constantes positives, et prenons : 1° pour 
%,, %, ... les produits de y par des puissances de «& dont les exposants 
soient respectivement égaux aux rangs de régularité des variables +, 


a in ay as ray 


; ars 
_ y,-.. dans le système [i, ‘| 


égaux aux rangs de régularité des fonctions in SU, 9, 
gnant enfin par n la plus petite des constantes v, FES a etti 


de ñ nee des puissances de 8 ea les expo ur 


FA B, : y, n à vérifier les inégalités évidemment Mer die | ws 3 


(14) cies FO | (CH) a= o se 


ile on (PT ogee = 


ai 
ae 


(18) EE | (19) a> Be 
Cela posé, on voit immédiatement qu’en yertu de (14) et (16), les 
constantes appartenant respectivement aux deux groupes &,, ..., %, et 
B,,...,B, sont au moins égales, les premières à yx“, les dernières à 
nb, et que des lors, en vertu de (18) et (19), elles sont les unes et 
les autres supérieures à P. 

D'autre part, si l’on désigne par 4, ... les diverses variables de 
rang /, par 4”, ... les diverses fonctions de rang & du système [[, L], — 
par En ..., 8%, ... leurs valeurs initiales, l’une quelconque des équa- 
tions qui composent ce système est de la forme | 


ds(#) peer 


aT Pe Gop Ole Yee (UN — 49) +. mB (SHY — 57) +. ao 


(20) hs ds(k") 


Ol... yo” (EU) — 60) +... + nh" (s(A0) — 80) + 0 3). | saa dt) 


: kl-k 
et il s'agit de faire voir que la constante y or est nécessairement su- 


alts 
périeure à Q. Observons à cet effet qu'elle ne peut tomber au-dessous 


de : 
(21) 


ki-k 
nm LEE 
eked Ay 


Sik’ > k, la différence 7’ — j peut avoir une valeur entière quelconque 
n’excédant pas l’intervalle de — (4 —r1) à A —1, et, comme les con- 
stantes , 8 sont la première inférieure, la seconde supérieure à l'unité, 
l'expression (21) surpassera toujours nba", et à plus forte raison Q en 
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vertu de l’inégalité (17). Si &’= #, on a nécessairement j’ > /, parce 
que, alors, pours“ comme pours“), la variable 2”) est principale etl’autre 
19 paramétrique relativement au système [I, L]; la plus petite valeur 


: : 4 n eh ; 
possible de la méme expression sera done 5’ quantité encore supé- 


rieure à Q en vertu de l’inégalité (15). Le cas de # < k ne peut;d’ail- 
leurs se présenter ; car alors, des deux fonctions s*’, s#), la premiere 
aurait un rang de régularité inférieur a celui de la seconde, et par 
suite aucune dérivée de s“) ne pourrait figurer dans le second membre 
de l'équation (20) quia pour premier membre une dérivée de s)., 


30. La proposition du numéro précédent subsiste pour tout système im- 
médiat et linéaire pouvant se déduire de quelque système partiel, immédiat 
et régulier, par la suppression de certaines équations differentielles. 


Il est évidemment permis de supposer que le système partiel, immé- 
diat et régulier dont parle l’énoncé, est lui-même linéaire : désignons 
alors par |[z, /]] le système proposé, par [z, /] celui d’où on peut l’ex- 
traire, et par (y) l’ensemble des équations qu'il faut adjoindre au pre- 
mier pour obtenir le second. Le système auxiliaire [I, L] considéré au 
numéro précédent (II) se compose évidemment de deux groupes 


[LL LIL (X) 
qui correspondent respectivement aux groupes 
[Lë ]], (x) 


dont se compose [z, /]. Si l’on fixe arbitrairement les constantes €, 
v, ... sous les seules conditions exigées par la définition du sys- 


tème [I, L], il résulte de ce que nous venons de voir (29, IV) que, P, 


Q désignant deux constantes positives absolument quelconques, on 
peut trouver au-dessus de P Hestyalelie de es D cr Py ren- 
dant supérieures à Q les diverses constantes À’, ... du système [T, L], 
et par suite celles du groupe [[I, L]]. I suffit maintenant, pour 
achever la démonstration, de se reporter à la proposition énoncée dans 
l'alinéa IIT du numéro précédent. 


31, La proposition du n° 29 ne cesse pas d’être vraie lorsque le système 


ioral par af suppression de « certaines € équa dés 


Dur phe 
Nous supposerons, comme toujours, que le groupe simple de fo HE 
mules à l’aide duquel on construit les développements est entièrement Bess 
composé de relations ultimes. Nous nommerons a) TASER a Te. 


Los Vos +. les valeurs initiales des À variables nette 0, Vi ee 


Uy, Vo, --- celles des g fonctions inconnues &, ¢, ...; ee 

U, ®, a les déterminations initiales de ces dernieres; a 

OCA tas Vi vcs Jyus =. LOS SOCONUS membres age équations propo- 
sées ; ‘ : 

r une première constante positive inférieure à tous les olomètres des" as 


fonctions w, ..., v, ©, ... pourles valeurs initiales de leurs variables 
_respectives ; : 
uv. une deuxième supérieure à tous Ae modules que les fonctions w, ... 


et les dérivées premières de v, 9, ... peuvent acquérir à l’intérieur 
et sur les circonférences des cercles à Lire r ayant pour centres 
ces valeurs initiales. : 


Nous poserons enfin 


AN Ge ee ea lionel = ss ae 
(2, ys Sr es ) [ET Bob} = ot FU UV — MH.” 


r 


~ 


et nous considérerons le systeme total obtenu en égalant A 


A(x, y,..-,U,%,...) les gh dérivées 
du dv 
de fag Vee 
du dv 
dy’ dy’ > 


Ce système passif possède un groupe d’intégrales ordinaires olo- 
tropes en Xo, Yo, ..., S'y réduisant respectivement à UW, %, ..., et 
possédant des dérivées de tous ordres dont les valeurs initiales sont 
essentiellement réelles, positives et indépendantes des valeurs parti- 
culières choisies pour x», y,, ...,u,, Vo» .….: les intégrales en question 
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vérifient donc aussi le système, extrait du précédent, dont les diverses 
équations ont respectivement les mêmes premiers membres que celles 
du proposé. En appelant Y, ®, ... les déterminations initiales de ces 
intégrales relativement au nouveau système ainsi obtenu, on verra 
sans peine : 1° que la fonction A est majorante pour toutes les fonc- 
tions w, ...; 2° que la valeur initiale d’une dérivée quelconque de Y, 
®, ... surpasse le module de la valeur initiale de la dérivée semblable 
dev, 9, .... Apres quoi, la comparaison des formules ultimes corres- 
pondantes dans le système proposé et dans celui qu’on vient de former 
prouvera immédiatement l’existence des intégrales fictives. 


32. Au sujet des propositions qui font l’objet du numéro précédent 
et de l'alinéa III du n° 29, on pourrait faire des remarques analogues à 
celles du n° 32*. Nous les supprimons à cause de la longueur de leurs 
énoncés, mais le lecteur y suppléerait facilement au besoin. 


33. Les propositions successivement démontrées aux n° 29, 30 
et 31 peuvent se résumer dans l’énoncé suivant : 


L 
Tout système différentiel jouissant de la triple propriété d’être immédiat, 
régulier ou semi-régulier, et linéaire, possède un groupe d’intégrales fic- 
tives répondant à des conditions initiales données, et construites à l’aide 
d’un groupe simple donné de relations primitives, intermédiaires ou uliimes. 


D’après cela, un semblable système possède un groupe unique d’inte- 
grales ordinaires répondant a des conditions initiales choisies de manière 
à assurer la concordance numérique des relations primitivo-ultimes. Car, 
ainsi que nous l’avons vu au n° 20, tout se réduit alors à démontrer la 
convergence des développements des intégrales hypothétiques, qui se 
trouve assurée par la proposition précédente. 


34. Tout système immédiat, régulier et non linéaire, possède un groupe 
unique d’intégrales ordinaires répondant à des conditions initiales chot- 
sies de manière à assurer la concordance numérique des relations prumi- 
tivo-ultimes. 


Sauf aux alinéas III et VI, nous supposerons simplement que le sys- 
tème différentiel considéré est wnmediat et non linéaire, sans nous in- 
quiéter de savoir s’il est régulier ou non. 
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ÉF AY E 


SET UR 


| I. D'un système immédiat et non linéa 
Ce rons d’abord un système linéaire par le p 
1° g désignant toujours le nombre des fonct 
celui des variables indépendantes, adjoignons aux fonc 
Geek du systeme donné de nouvelles fonctions inconnues en égal a 


i | celui des diverses dérivées paramétriques; écrivons dans les cases a 
Bue fit vides du Tableau de nouvelles équations différentielles exprimant 
7 l'égalité entre les nouvelles fonctions inconnues et les dérivées para- _ 7 
métriques des anciennes ; remplaçons enfin dans toutes les équations 

= proposées les diverses dérivées paramétriques par les nouvelles fonc- 
‘tions inconnues qui leur correspondent : nous obtiendrons ainsi un : 
groupe (E) composé de gh équations. FEU ne 
Par exemple, si le Tableau du système immédiat proposé contient la | 


colonne 
* . é 
| (u) - 
= - re 
| | 
| (2) 
(a) 
(22) (2) D a | 
In 


# . , ,* n . . à 
les équations qu’il faudra écrire dans les cases vides de la colonne en 
question seront 


du 1 
3 ; du ; du : 
(23) dy — Uy, dt — Ur, 


Ü RAT: 1 pies 
où u,, U,, u, désignent de nouvelles fonctions inconnues. 


fs rx Le ae be Dees atk 
2° Dans le système (E) évidemment immédiat (puisque les seconds 
membres ne contiennent plus aucune dérivée), toutes les variables 
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sont devenues principales par rapport à chacune des anciennes fonc- 
tions inconnues, et l’on peut, pour chacune de ces dernières, diviser 
en trois groupes les dérivées complexes du second ordre : les unes 
sont prises par rapport à deux anciennes variables principales de la 
fonction considérée, les autres par rapport à une ancienne et une nou- 
velle, les autres enfin par rapport à deux nouvelles, et à chacune de ces 
derivées correspond, comme on sait, une condition de passivité (22). 
Parmi ces diverses conditions, nous prendrons seulement celles qui 
correspondent aux dérivées de la seconde et de la troisième espèce, et 
nous les considérerons comme de nouvelles équations différentielles 


que nous adjoindrons aux précédentes. En prenant le même exemple 
du 
dx dy 
passivité qui correspondent respectivement aux dérivées complexes 


au : : ier 
+—-» +++» la fonction u nous fournira ainsi deux groupes de nouvelles 
dx dy © 


que ci-dessus (1°), et désignant par | | --- les conditions de 


équations différentielles. L’un d’eux contiendra les équations 


(04 TE lu du. a u. au du 
4) dx dz | |dads |’ dy ds |’ dy ds |’ dt dz |? di ds | 


ayant respectivement pour premiers membres 


Gin Od. SOuy CAN AU) 
2 2 24 2 rao 2 ret 
ds ds dz ds dz as? 


et l’autre contiendra les équations 


du du du 
dy dt|? |dxdt| |dzxdyJ 


qui devront être écrites de la manière suivante : considérant les équa- 
tions ajoutées à la colonne (x) dans l’ordre relatif (23) où elles se 
trouvent quand on parcourt cette colonne de haut en bas, on formera 
les conditions de passivité dont il s’agit en comparant d’abord la der- 
nière de ces trois équations aux deux précédentes, puis l’avant- 
dernière à la précédente, et en ayant soin de choisir pour premiers 
membres les dérivées de uw’, dans le premier cas, celles de w, dans le 


F : : el Sars 
CO PTE 


(25) 


second; on obtiendra ainsi 


CT Pa du, dur _ duy 
Te TR à dy dt 


ANS 
7% 


3° Cette suite d'opérations, répétée en considérant successivement 
toutes les anciennes fonctions inconnues, fournira deux groupes (F), — a 
(K) de nouvelles équations différentielles, composés, le premier d'é 
quations analogues à (24), et le second d'équations analogues à (25). 
En désignant par (G) ce que deviennent les équations (F) lorsqu'on 
en élimine, au moyen des équations (K), les dérivées figurant dans les _ 
premiers membres de celles-ci, on obtient en définitive un système 
différentiel composé des trois groupes | k 


(26) . (E), (Gi UK). 


Il. Étant donné un système immédiat non linéaire, le système (26) 
qu'on en déduit à l’aide du procédé ci-dessus indiqué (1) est immédiat 
el linéaire. | ce L 


Si le système dont il s’agit est immédiat, il est évidemment linéaire 
(27). | | 

Pour démontrer qu’il est immédiat, écrivons ses diverses équations 
dans les cases d’un quadrillage rectangulaire d’après les dérivées qui 
figurent respectivement dans leurs premiers membres. Il est bien fa- . 
cile de voir comment les cases pleines et vides se trouvent alors dis- 
posées dans les colonnes qui correspondent aux nouvelles fonctions 
inconnues : si le Tableau du système proposé contient par exemple 
la colonne (22), nous aurons comme cases vides dans la colonne (&! ) 
celle qui correspond à la ligne (4), dans la colonne (u!,) celles qui cor- 
respondent aux lignes (y) et (4), dans la colonne (w’,) celles qui cor- 


respondent aux lignes (æ), (y) et (4). Et en rangeant ces trois 
colonnes dans l'ordre suivant : 


- 


_ 


ie 1 ainsi obtenu, toute case située à 


Y one que, dans une ligne Hoi quelconque du Tableau par- 
droite d’une case vide est égale- _ 
; maintenant tee dans le système immédiat pro , 


Ree ore 
(2) : 
(y) s 
ed i dy i 
= @ 1a a 
ONE wr 
(t) pas ; 
1 


À 
& 1 
D UN 
* 
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Alors les trois Tableaux partiels 


(uy) (#2) (#5) (%y) (#2) 
du, dul, | dv, _ dv, | dv, _ dv | de, _ dv, 
(æ) de) dt. \.de dt Ar ONE 
du, du, | dv, de, | dv, _ dv, 
(y) Gv ALAIN haat avi. ds 
À du, _ dy, de’, dey _ a0 2 = 
F8? MA He © ds a ae aa 
Duin av sacs | 
ae Gite de | 
(4) 
] | 
(29) \ 
| (a) (vy) (2) Cu) (#2) 
TRE ES A LL | | 
(ri Dane} Wider du) a? 
| ia ri 
(y) | (7) 
SEP RE | dul, dik 
ee Age | de ds | se S aks 
s du! | | du, : 
(s) We (s) a 
(4) | | (é ) 


dont les colonnes se trouvent associées et rangées suivant une loi facile 
à apercevoir, jouissent de la même propriété que le Tableau (27). 

Cela posé, je dis que le système auxiliaire (26) est immédiat. 

Si l’on considère, en effet, le Tableau total, dans les cases duquel 
nous avons supposé écrites les diverses équations de ce système, les 
colonnes qui correspondent aux anciennes fonctions inconnues sont 
entièrement pleines et ne contiennent dans leurs seconds membres au- 
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cune dérivée, quelle qu’elle soit; les colonnes qui correspondent aux 
nouvelles ne contiennent dans leurs seconds membres aucune dérivée 
des anciennes. Examinons alors quelles dérivées des nouvelles fonc- 
tions inconnues figurent dans ces derniers seconds membres. 

Soient w une fonction inconnue quelconque du système proposé, et 
(22) la colonne correspondante : puisque le système proposé est im- 


médiat, les seconds membres des équations de cette colonne pourront 


5 Fe Behe du du du reo i 
contenir les dérivées =, =, —-, et nulle autre dérivée de w. Des lors, 
aie (ah. ORE 


v 


les équations des groupes 


pars 
ee be Al 


du Lo 
| |dadz\ |dxds 


pourront contenir dans leurs seconds membres les dérivées des groupes 
respectifs 


MW By du. 
OT TRE TE 
du’, du, du, 
dy dy dy’ 
dus, du, “du, 

He, WaT adie” 


et nulle autre dérivée des fonctions 
(31) ; Ug, Uyy Uy. 


Finalement, si, dans les équations (30), on tient compte des équa- 
tions (25) et qu’on leur adjoigne ces dernières, les colonnes (u,), (u,), 
(w,,) ne pourront contenir dans leurs seconds membres, comme déri- 
vées des fonctions (31), que celles des groupes respectifs 

di, > du,“ dibg- 

dt dt at 

AT, RE Tres AF 

Dar en es 

AD a RU 


dy’ dt 


rh, " 


_ contenir les dérivées 


rer UE 
Fe ay 
jo Soe 


a 
Pr, 
1 À t 


ñ LICE 
Run Te : vs pre 

“MERAY ET RIQUIER, 
En jetant alors les yeux sur le Tableau partiel ( 
que les conditions requises pour le caracti 


auxiliaire se trouvent de ce côté satisfaites. — , à gd 


Ca 


) : Py - Rens 4 CET c 
Soient maintenant w et ¢ deux fonctions inconnues quelconques du 


_ système proposé. Si quelque variable principale de e yest paramé- 


ail 
oe 


, ae ¥ ee A, x # ei, v: ps 
tique pour wv, les seconds membres des équations de la colonne («) Wg 


dans le Tableau correspondant ne contiendront aucune dérivée de; par 
suite, dans le Tableau du système auxiliaire, les seconds membres des 


équations des diverses colonnes (w’) ne contiendront aucune dérivée 
des diverses fonctions ¢. Supposons, au contraire, que toutes les va- 


riables paramétriques de le soient pour ¢ dans le système proposé, et 
que les deux colonnes correspondantes soient, par exemple, celles du 


Tableau partiel (28). Les seconds membres de la colonne (w) pouvant 
dy dv dv dv 
dx’ dy’ ds” dt 
équations des groupes (30) pourront contenir dans leurs seconds mem- 
bres les dérivées des groupes respectifs 


» et nulle autre dérivée de ¢, les 


dé, de, dé de. 
dt die At Nar? 
dé. diy dé de 
dy dy’ dy 
dv, dv, dv, dv, 
~ dz’ dx’ dx’ dx 


et nulle autre dérivée des fonctions 
Cae ie SME PE ra 


y? 


Finalement, si, dans les équations (30), on tient compte des équations 


di, di, dv, dé, dy _ do 
PER OY 9a Abi). chan ER 
dv, __ dv, dv, adv dv, dv’, 


dot die cds” dre 


, er on ; 
et qu'on leur adjoigne ces dernières, les colonnes (u,), (u,), (u,) ne 
pourront contenir dans leurs seconds membres, comme dérivées des 


ve 


4 
“ 


1 


1X aire se ou encore be de ce ne ce qui | 
démonstration du pont visé Ny le a alinéa. ce 


~ 
ne 


4 2 # # ne! ‘i 7 x 9 i = ù : ; 4 5 Se 
Si, pour fixer les idées, on considère le système régulier (non li- 


cé il suffira, pour se convaincre “que le système auxiliaire est également 
_ régulier, de ranger les colonnes de son Tableau dans I’ ordre suivant : 


2 


(w), Ce) (w), Cp); a æ (5) (Ws)s 4); 
Saati “(Ds (ws), (p23 (Py) (Pe): 
Les lignes étant rangées, comme ci- Aces is: dans l’ordre (a), (y), 
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(=), (s), chaque colonne parcourue de haut en bas se composera alors 
d’une file de cases pleines suivie d’une file de cases vides, et dans les 
divers groupes de colonnes indiqués éi-dessus les nombres de cases 


pleines seront respectivement 


Si l’on considère au contraire le système irrégulier 


(u) (#) 


pede | | 
(EN | | | 


| 
a 
| 


les colonnes (w,), (¢,.) offriront dans le Tableau du système auxiliaire 
les mêmes dispositions respectives de cases pleines et vides que les 
colonnes (u), (¢) du Tableau ci-dessus; le système auxiliaire sera 
donc, comme le proposé, nécessairement irrégulier. 


IV. Considérons, pour fixer les idées, le système immédiat (non li- 
néaire ) 

ag aU (2 V, 3, Ue rd ne a) 
| dx SL CRT PO LU lee 
ER TN ER Re = + 
dy » (. fhe Sy Te NO 


do iv oe ie AE do de 
Ce in ee By Vy 35 ay? ds > 


dont les équations doivent étre disposées comme cl-apres : 


/ 
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(w) (e) 
(a) |e... | # 
(34) mg ie 
| () 


Le système auxiliaire défini à l’alinéa I est alors 


du : 

La Uz (@, y, 25 u, 0, Uz, Vy> 62), 

du 1 ! ' 
35) dy =U, (2, ¥, 2, U, 9, Uz, Py, 0), 

de De 

Re => Vue, JEU, 0,9, bi); 

du à 

os = (lq 


/ 
pau, dU, dU, ,. dU, , | dU, du, . -dU., dv,  dU, dv! 
dx do du © ap A ids | dv, ds dy, dz à 
: , du, , “dUy du, _ dU, dr,  dU, dv, 
dy D du red. du, ds Ê Gas de. ls ? 


dVz , AV dvy  dV, dv, 


dv’, dy dv! ds’ 


Way We di, We di 
A TT, de, Ge ee as.” 


dv, _ des 
dy dz 4 
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et ses équations doivent être disposées de la manière suivante : 


(u) (#) (u:) (#2) (#,) 


du do _ CITES do, + dv’, À 


(æ) FPS EF ae %s Te ee Ta ee de ca 


(39) due HAE c Au," dv, dv’, 
(y) ly oe dy — y dy Ges ee ae mae 


Cela posé, site système unmédiat (34) possède un groupe d'intégrales 
ordinaires 
ur ar v= V(x,Y,2) 


satisfaisant aux conditions initiales 


(40) aver BOG En fe) or 
(ess o( ae). pour 2%, 


le système auxiliaire (39) possède le groupe d'intégrales ordinaires 


(41) u=U(x, JY, @), p=V(æx;, V5) PACE rides ç° Ha 


satisfaisant aux conditions initiales 


) u —U(3) 
D = 9 (Yo; 30) | OR Rea 7 0 Rie Lice 
(42) Un == 0! (si) 
Pee ye RY | ROUT BAM al ass 
\ Py = 9y (7, 5) pour 7= 2. 


Il est d'abord évident que les fonctions (4r) sont des intégrales or- 
dinaires du système (39), D'autre part, en considérant les fonctions U; 
V pour des valeurs de a, y, = suffisamment voisines de Des EPS 
groupant d’une manière convenable les termes de leurs développe- 
ments, et tenant compte des conditions initiales (40), on a les iden- 
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U=u(s) (x — 7) A+ (Y — yo) B, 
V=9(y, 2) + (2% — a)C, 


où A, B, C désignent certaines fonctions de x, y, 3 olotropes en xy, 
Yo» So» On en déduit par la différentiation les identités 


dU de i ool dB 
Ge ay Qu Nr AP) a? 
dV _ do = nid 
dy — dy ~~ Ray 
aN ae teal 
a = a + (æ Lo) a? 


qui, jointes aux précédentes, donnent bien pour les intégrales (41) les 
conditions initiales (42) 


pen. vi 7 x x, I à 5 2 il x 5 
Réciproquement, si le systéme (39 ) possède un groupe d’intégrales or- 
dinaires satisfaisant aux conditions initiales (42), les valeurs de u, 9 qui 
y figurent forment un groupe d'intégrales ordinaires du système (34) 
satisfaisant aux conditions initiales (40). 


En effet, il résulte immédiatement de la nature même du sys- 
teme (39) que tout groupe d’intégrales ordinaires y est de la forme (41), 
et que les valeurs de uw, ¢ figurant dans le groupe sont des intégrales 
ordinaires du systeme (34). : 

Maintenant, les trois dernieres des conditions initiales (42) four- 
nissent les identités 


aw a ; 
== 5. + (æ — &)A + (y — ¥0)B, 
À DER 
(43) iy = ae t em 
av Fa | 
=| +(e —%)D+(y—y)H, 
dz dz \y=y, ; e 


ou A, B, C, D, H désignent certaines fonctions de x, y, z olotropes en 
Los Vos Fo On peut poser, d'autre part, 


QU= US) +(e a )P + (y= 70) Q, 


(44) | V=o(y,z)+(x—2)R, 


0 


NE 


ut 


hi qe identités 
(45). 


La comparaison des relations (43) et (45) fait voir que leurs seconds 4 
any _ membres sont respectivement égaux, quels que soient æ, y, 2; on en 


déduit que les relations ; 

| dy dv du _de [du] Ie 

dinde > ay dy, ~ Léa nt 

te 4 , 
à _sont vérifiées, la première et la troisième quel que soit z, la deuxième 

quels que soient y et z. La première de ces identités montre que la dif- 
férence 2 
CS A cn TO 


est indépendante de 3; la deuxième et la troisième montrent successi- 
vement que la différence 


(age (933) —9(y, 5) 


¥ 


est indépendante de y, puis de = (8*). Les differences (46), (47) se ré- 
duisent donc respectivement à des constantes. Si l'on attribue alors à 
| x, y, 3, dans les formules (44), les valeurs particulieres cate Pe Bp; at 
; que l’on tienne compte des deux premières conditions initiales (42), 

on voit immédiatement que les constantes dont il s’agit sont nulles. 


Les différences (46), (47) sont donc l’une et te identiquement 
nulles, ce qu’il suffisait de prouver. 


V. St la concordance numérique des relations primitivo-ultimes (ou pri- 

milives) a lieu dans le système immédiat (34) relativement aux conditions 

| intliales (ho), elle a lieu dans le s ystème auxiliaire (39) relativement aux 
conditions initiales (42), et réciproquement. 
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Pour abréger le langage, quand nous aurons à considérer les nou- 
velles fonctions inconnues 


! ! 
uy, ine) Vay 


et leurs dérivées principales ou paramétriques de tous ordres 


du dr p, dn y! 
dxtdybdst’ dx*dybds\ dx dy dsv 


nous appellerons souvent dérivées correspondantes de u, v les dérivées 


du dy de. 
Th ns 
dz dy ze 
d+! u qi ” dr+i o 


dx dy’ dzY+i 1 dx% dy'1 GER ‘ dx dy dar! | 


(Il faut bien se garder de confondre entre elles les deux locutions déri- 
vées correspondantes et dérivées semblables.) 

(a) Occupons-nous d’abord de la proposition directe. 

Comme dans un système immédiat quelconque le groupe des for- 
mules (1) équivaut entièrement à celui des formules primitives (16, 
5°), nous sommes ramenés à supposer que les relations du groupe (A), 
obtenu par la réunion des deux précédents, s'accordent dans le système 
proposé (34) relativement aux conditions initiales (40), et nous prou- 
verons que les formules primitives du système auxiliaire (39), combi- 
nées avec les conditions initiales (42), ne peuvent alors fournir : 

1° Pour les fonctions u, ¢ et leurs diverses dérivées, aucune valeur 
initiale si ce n’est celles qu’on obtient pour les mêmes quantités à 
l’aide des formules (A) du système (34), combinées avec les conditions 
initiales (40); 

2° Pour les fonctions w,,¢,, 9, et leurs diverses dérivées, aucune va- 
leur initiale si ce n’est celles qu’on obtient de la même façon pour les 
dérivées correspondantes de wu, ¢. 

Tout d’abord, et par lanature méme des conditions initiales imposées 
tant aux intégrales du système (34) qu'à celles du système (39), les fonc- 
tions u,v ont de part et d’autre la même valeur initiale, et les fonctions 


u.,v,, 9, ont respectivement pour valeurs initiales dans le système (59) 


. du dv dv 
= > ne “etome (3/ da tag @ ee ; 
celles que possèdent dans le système (34) les dérivées 7—, Ge de 


tives à à KE ee 2, ar" dérivées an dr rel 


A | _ bles y et s, et les dérivées semblables de ¢, ont resp ement pour. 
* valeurs initiales dans le systeme (39) celles que possèdent | dan: le 


4 k z CE système ( 34) les dérivées ¢ paramétriques) Tone deu, 9. FES 
SON fectivement, les dérivées considérées de u_, ¢;, ¢, peuvent être soit 
ee paramétriques, soit principales : : pour les prémibres, il suffit encore de 
comparer les conditions initiales; pour les dernières, les expressions — 
on. primitives sont toutes fournies par la relation (38) et par celles qu’on 
EAU en déduit à l’aide de différentiations convenables, et notre remarque, 
yea évidente lorsqu'il s'agit du genre 1, se vérifie de proche en proche, en 
| passant d’un genre au suivant dans un ordre quelconque. 
oh ae Si l’on considère maintenant les dérivées de u relatives à la seule va: 
 piable z et les dérivées de ¢ relatives aux seules variables y et z, les 
valeurs initiales que leur assignent les formules primitives dans le 
système (39) sont précisément ‘Tes mêmes que ces dérivées possèdent 
dans le proposé en vertu des conditions initiales (40) : c’est là une 
conséquence immédiate de la remarque qui précède, si l’on observe 
que les expressions primitives des dérivées dont il s’agit sont toutes 
= fournies par les relations (36) et celles qu’on en déduit à l’aide de dif- 
férentiations convenables. 
Il nous reste à considérer les dérivées de wu, uw, qui contiennent dx 
ou dy au dénominateur de leur notation, et les dérivées dee, #’,, 6! qui 
contiennent da de la même manière. Or la comparaison de la for- 
ey | mule (35) aux formules (33), puis des formules (37) aux formules 


À 


Pet ae du qd A0 Put) (AUSIPREN MUR 
dr'ds dz du dz do dz du\ dz? TA (den dyds" (dv\ ds?’ 
d| —— d d| — 
ds dy dz 
@u dU, _ dy du bs dU,de | dUy d'u dl ee dU, dy 
dyds dz du dz dy dz a(s) ds? roel) dyds" dv\ ds’ 
(48) | ds dy (à) 
\ de == Ve Vay Ved dV, db’, AV, die 
dxdy. dy" du -"" de dy * (*) dy? dv\ dy dz’ 
d\ — d 
dy 17 
dv. _ dV, dV;du  dN, dv AV {hire GN at 
du ds ds. du ds TZ det E dy de * dv\ dz’ 
d| — d| —- 
oe ayy at) 
oe 
a 
Es >: 
4, 
3 
fie 
i 
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qui constituent les relations ultimes de seconde classe du systeme 
proposé et figurent a ce titre dans le groupe (A), fait voir immédiate- 
ment que les deux points ci-dessus énoncés (1°, 2°) se trouvent vé- 
rifiés, en ce qui concerne les dérivées restantes, si l’on se borne à 
considérer pour le premier point les dérivées du premier ordre des 
anciennes fonctions inconnues, et pour le second point les dérivées du 
premier ordre des nouvelles. Tout se réduit donc à faire voir que, en 
les supposant vérifiés jusqu’à l’ordre # inclusivement, il en est encore 
de’même dans l’ordre # + 1. 

Occupons-nous d’abord du premier point. Si l’on considère dans 
l’ordre & + 1 les dérivées de uw qui contiennent dx ou dy au dénomi- 
nateur de leur notation et les dérivées de » qui contiennent dx de la 


même manière, on obtient, relativement au système (39), un premier 


groupe d'expressions primitives de ces dérivées en exécutant de toutes 
les manières possibles 4 différentiations sur l’une quelconque des re- 
lations (35). D'ailleurs, les expressions primitives des mêmes dérivées 
relativement au système proposé s’obtiennent en différentiant paralle- 


lement les relations (33). Comme les formules (35) reproduisent les 
formules (33) par la simple substitution de es ee sa | 
est clair que, pour passer du premier groupe d'expressions primitives 
au second, il suffit de remplacer les nouvelles fonctions inconnues et 
leurs diverses dérivées par les dérivées correspondantes de u, v. Enfin, 
les expressions primitives du premier groupe ne contenant aucune dé- 
rivée d'ordre supérieur a #, il résulte de ce qui est supposé jusqu’à 
l’ordre # inclusivement que les deux groupes fournissent les mêmes 
valeurs initiales pour les dérivées considérées. 

On obtient, dans le système (39), un second groupe d'expressions 
primitives des mêmes dérivées en exécutant # différentiations conve- 
nablement choisies sur l’une ou l’autre des relations (36). Les seconds 
membres des formules ainsi obtenues sont des dérivées principales 
d'ordre 4 de &,, v,, 9,, à chacune desquelles les formules primitives 
du système (39) assignent, par hypothèse, comme valeur initiale unique 
celle que les formules (A) du système (34) assignent à la dérivée cor- 
respondante de u ou v. On obtient donc encore, pour les dérivées de u, 
¢ qui figurent dans les premiers membres, les mêmes valeurs initiales 
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que donnent les relations (A) du système proposé, et le premier point 
se trouve ainsi entièrement démontré en ce qui concerne les dérivées 
de l’ordre k +1. 

Achevons de même la démonstration du second point. Pour les dé- 
rivées de uw, qui contiennent dx ou dy au dénominateur de leur nota- 
tion, et pour les dérivées de ¢,, ¢, qui contiennent dx de la même ma- 
nière, les expressions primitives sont fournies soit parles formules (37) 
et celles qu’on en déduit à l’aide de différentiations quelconques, soit 
par la formule (38) et celles qu'on en déduit à l'aide de différentia- 
tions convenables. Nous désignerons respectivement par (W”) et (X’) 
ces deux groupes de relations, et nous nommerons (W) le groupe ob- 
tenu en adjoignant aux formules (48) toutes celles qu’on en déduit à 
l’aide de différentiations quelconques. Le groupe (W) est entièrement 
contenu dans le groupe (A) du système proposé, et, pour passer des 
formules (Y”) aux formules (W), il suffit évidemment de remplacer 
u,, Ÿ,, 9, et. leurs dérivées de tous ordres par les dérivées correspon- 
dantes de w, v. En outre, si, parmi les formules (W°”) et (X’), on con- 
sidère celles dont les premiers membres sont des dérivées d'ordre £+r, 
les dérivées d'ordre égal contenues dans leurs seconds membres appar- 
tiennent exclusivement à &,, ¢,, ¢, et sont de genres nécessairement 
inférieurs à ceux des premiers. 

Cela posé, prenons parmi ces dernières formules celles dont les pre- 
miers membres sont à la fois de l’ordre & + 1 et du premier genre : en 
vertu des remarques que nous venons de faire et de ce qui a été dé- 
montré antérieurement ou supposé, il est clair qu’elles donneront pour 
chacun des premiers membres dont il s’agit la valeur initiale unique | 
que les relations (A), combinées avec les conditions initiales (40), 
assignent dans le système proposé à la dérivée correspondante de w 
ou ¢. On passera de même du premier genre au second, puis au troi- 
sieme, et ainsi de suite jusqu’au genre # + 1 de l’ordre #+ 1, ce qui 
achèvera la démonstration du second point pour l’ordre en question, 
et, par suite, celle de la proposition directe énoncée au début de l’ali- 
néa V. 

(4) Pour démontrer la réciproque, nous observerons tout d’abord 
que, en vertu des formules primitives du système (39), supposées con- 
cordantes relativement aux conditions initiales (42), les fonctions uw, 


Pa 
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v,, %, et leurs dérivées de tous ordres ont respectivement, dans le sys- 
teme en question, les mémes valeurs initiales que les dérivées corres- 
pondantes de w, ¢; car au nombre des relations primitives figurent les 
formules (36) et celles qu’on en déduit par des nt tone quel- 
conques. 

Cette remarque, combinée avec H nature des conditions initiales 
respectivement imposées aux intégrales hypothétiques des deux sys- 
temes, fait voir immédiatement que les fonctions w, ¢ et celles de leurs 
dérivées qui sont paramétriques relativement au système (34) admet- 
tent chacune la même valeur initiale de part et d’autre. 

Finalement, si l’on veut se convaincre qu'il en est de même pour les 
dérivées principales de u, ¢, il suffira de différentier parallèlement les 
formules (33) et (35), et de raisonner de proche en proche en passant 
d’une classe à la suivante. | 


VI. Le système immédiat (34) étant supposé régulier, et la concor- 
dance numérique des formules primitivo-ultimes étant supposée y avoir 
lieu relativement aux conditions initiales (40), le système immédiat et 
linéaire (39) (IL) sera lui-même régulier (III), et la concordance numé- 
rique des formules primitivo-ultimes y aura lieu relativement aux con- 
ditions initiales (42) (V). Ce système admettra donc un groupe d'inté- 
grales ordinaires et un seul répondant aux conditions initiales (42) 
(33), et par suite (IV) le système (34) admettra un groupe d’inté- 
grales ordinaires et un seul répondant aux conditions initiales (40), 


35. La proposition du numéro précédent subsiste pour un système im- 
mediat, semi-régulier et non linéaire. 


Les raisonnements sont tout à fait analogues à ceux que nous venons 
de faire. 


I. Considérons un système immédiat (5) déduit d’un autre système 
immédiat (2) par la suppression de certaines équations différentielles, 
et supposons, pour fixer les idées, que le système (o) soit représenté 
par le Tableau : 


= ee 
_ 5 


(50) 


où les cases vides entourées d’un double cadre correspondent aux 
équations supprimées de (2). 
Le système linéaire déduit de (c) suivant le procédé indiqué au 


numéro précédent (1) se compose, comme on sait, de trois groupes 


d'équations que nous avons alors respectivement désignés par (E), 
(G), (K) : de ces trois groupes nous retiendrons seulement les deux . 
premiers (EZ), (G), et nous nommerons (9°) le système différentiel 
formé par leur ensemble. En écrivant les diverses équations de ce der- 
nier dans les cases d’un quadrillage rectangulaire d’apres les dérivées 
qui figurent respectivement dans leurs premiers membres, et entou- 


rant ensuite certaines cases vides d’un double cadre, on obtiendra le 
Tableau : Va 


(u) () (w) (ux) (uy) (us) (o) (Ps) ©  (w2) 


PO, | NN | | LL 


du _ dy dw, | dui, du, _ dus | doy _ des 
az de a Nas a FE TE Ric ke CLES 
do , | dw ; 

z- = Uy ip et = i de 


TANT NS UT NN EEE MES RENE ER EEE TPE NE CT 
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_ Dans chacune des colonnes (w,), (w,), (u,) du Tableau (50), les 
cases pleines, les cases vides entourées d’un simple cadre et les cases 
vides entourées d’un double cadre présentent la même disposition 
relative que dans la colonne (w) du Tableau (49); il en est de même 
pour les colonnes (¢,), (v,) du premier Tableau par rapport à la co- 
lonne (¢) du second, et ainsi de suite. 


IT. Le système (o') est immédiat et linéaire, et il en est de même du 
système (Z') obtenu en écrivant dans les cases vides doublement encadrées 
du Tableau (50) des équations différentielles dont les seconds membres 
aient une forme convenablement choisie (par exemple se réduisent tous à 
zéro). : 

TH: 2") est régulier ou irrégulier en même temps que (2X), et (s') en 
méme lemps que ( a); d'où résulte que ( s') est semi-réguler toutes les fois 
que (a) jouit de cette propriété. 


IV. Sule système (co) possède un groupe d’intégrales ordinaires 


== U(2, JS; s), 
== Via, Ys 258), 
WW (a, 75%, 8) 


salisfaisant aux conditions initiales 


Uv L, 7,8). “pou 2 — 2,5 
d1) PSs OCS) » 
(ss) » 


le système (9') possède le groupe d’intégrales ordinaires 


u=U, v= V, w — W, 


moe Le du 
el hae ey oe per 
av MP 
Here PE LR 
ee A 


u tan DD) ie : 
: ° =D (Yo 50) : + pour a er 


PE Y(30, 50) y 


POUL. sos We, 5 ag: 


pour & = Ze y=Jo- 
we = ds 

Reciproquement, si le système (5°) possède un groupe d’intégrales ordi- 
naires satisfaisant aux conditions initiales (52), les valeurs de u, v, w qui 
y figurent forment un groupe d’intégrales ordinaires du système (5) sa- 
usfaisant aux conditions initiales (51). 


V. Si la concordance numérique des relations primitivo-ultimes (ou pri- 
mitives) a lieu dans le système (s) relativement aux conditions ini- 
tiales (51), elle a lieu dans le système (3°) relativement aux conditions 
initiales (52). 


VI. En rapprochant du n° 33 les alinéas précédents, on obtient im- 
médiatement la proposition à démontrer. 


36. En résumé donc, tout système différentiel jouissant de la double 
propriété d’être : 1° immédiat; 2° régulier ou semi-régulier, possède un 
groupe unique d'intégrales ordinaires répondant à des conditions ini- 
tiales choisies de manière à assurer la concordance numérique des relations 
prumitivo-ultimes. 


— 
F 
4 
. 

3 
= 


A RAA 0 (tnt Ee ee ey hee eee 


eA RON EN PRE 
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Il en résulte qu’un semblable système, lorsqu'il est passif, possède un 
groupe unique d'intégrales ordinaires répondant à des conditions initiales 
arbitrairement choisies. 


37. L'intégration de tout système immédiat non linéaire peut se ra- 
mener à celle d’un système immédiat, mais linéaire; si l'un de ces sys- 
tèmes est passif, l'autre l’est également, et si l’un d'eux est intégrable sous 
des conditions initiales arbitraires, le second jouit de la même propriété. 


Le système linéaire auquel nous faisons ici allusion est précisément 
celui dont le mode de formation a été indiqué au n° 34 (1), et il est 
tout d’abord évident que la recherche des intégrales ordinaires du sys- 
tème proposé se ramène à celle des intégrales ordinaires du système 
ainsi obtenu. Il reste à démontrer que ceux-ci jouissent bien l’un par 
rapport à l’autre de la double propriété énoncée. Pour fixer les idées, 
nous raisonnerons sur les systèmes (34), (39). 


I. Si l’on designe par h(z), u.(s) deux fonctions olotropes en 3 = z,, 
et par v(y,z) une fonction olotrope en-y = Yo, 5 = %,, U existe deux 
fonctions » (=), o(y, =), olotropes pour ces valeurs particulières, et satis- 
faisant respectivement aux deux systèmes de conditions 


PC UNE) | Ska; 
d do 
= eae Ese O( Yor Fo) = Pos 


où Uy, Vy désignent deux constantes quelconques. 
Effectivement, chacune des trois équations différentielles 


do(y,2) 


ay =e Ul V0.5) 


dos) 42 BE fs 
Ws (er nn Le) 


(où les fonctions v, y, 9 sont pour le moment inconnues) constitue à 
elle seule un système immédiat, régulier et passif. La première admet 
done une intégrale u(z), olotrope en z, et s’y réduisant a u, ; la se- 


voir que la deuxième satisfait aux conditions (54). E 
_valeurs de y, = suffisamment voisines de y,, 9, on a it 


où A désigne une fonction de y, z olotrope en y,, Z,- Il en résulte 


d'abord | 
% (Yor Fo) =7(40) = Vos J 
puis | “i 
d d: ax dA ; À 
= +=) = HA) + (¥ — Yo) Ge 
et enfin 


eco | 


Il. Si le système proposé (34) est passif, ou bien s'il est intégrable sous 
des conditions initiales arbitraires, le système linéaire (39) jouit de la 


_ propriété correspondante. 


Effectivement, soient 


uty } ox 14 RS 
| RCE pour Æ — Xo, Y= Vos 3 — 30 
(55) CAE NS EN x 


De fa) pour = 2%, Y — Yo; 
v, =v(Yy,5) pour z= 2, 
des conditions initiales arbitrairement choisies pour les intégrales 
ordinaires du système (39), et v(s), o(y,z) les deux fonctions dé- 
finies à l'alinéa précédent. 4 
Si l’on suppose en premier lieu que le système proposé (34) soit 
passif, la concordance numérique des relations primitivo-ultimes y a 
lieu par rapport aux conditions initiales (40): elle a donc lieu (34, V) : 
dans le systeme (39) par rapport aux conditions initiales (42), qui 


3 


ROR LA A A PTE ENED NE EEOC ORES à à) 


v 


RASE 3 Lilli Oa) UB a Bal 8 


SA ESE 


eT Là à 
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peuvent s’écrire sous la forme (55). Il en résulte que les deux expres- 
sions ultimes de chaque dérivée complexe du second ordre s'accordent 
numériquement dans le système (39), quelles que soient les condi- 
tions initiales imposées à ses intégrales, ce qui suffit, comme nous 
l’avons vu (22), pour que le système dont il s’agit soit passif. 

Si l’on suppose, en second lieu, que le système (34) soit intégrable 
sous des conditions initiales arbitraires, il l’est en particulier sous les 
conditions initiales (40); le système (39) est donc intégrable (34, IV) 
sous les conditions initiales (42) ou (55), c’est-à-dire sous des condi- 
tions initiales arbitraires. 


IT. Réciproquement 


Soientu(z=),o(y,z)des déterminations initiales arbitrairement choi- 
sies pour les intégrales ordinaires du système (34). 

Si l’on suppose passif le système (39), la concordance numérique 
des formules primitivo-ultimes y aura lieu relativement aux condi- 
tions initiales (42), et par suite (34, V) elle aura lieu dans le sys- 
tème (34) relativement aux conditions initiales (40). Ce dernier sys- 
tème est donc passif, en vertu du même raisonnement que plus haut. 

Si l’on suppose enfin que le système (39) soit intégrable sous des 
conditions initiales arbitraires, il le sera en particulier sous les con- 
ditions initiales (42), et, par suite (34, IV), le systeme (34) sera in- 
tégrable sous les conditions initiales (40). 


38. La réduction à quelque système linéaire d’un système donné 
qui ne l’est pas a été tout à l'heure utilisée comme artifice de démon- 
stration (34); mais il convient, selon nous, de lui attribuer une portée 
infiniment plus grande. On remarquera en effet que l’on ne saurait, 
d'équations finies données, déduire des équations différentielles 
quelles qu’elles soient, sans passer par les relations essentiellement li- 
néaires que la différentiation fournit tout d’abord. Ce fait autorise à 
penser que les équations linéaires forment une étape non moins essen- 
tielle dans la marche inverse qui conduit d’un système d'équations 
différentielles données à leurs intégrales. 
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Systèmes immédiats qui ne sont ni réguliers ni semi-réguliers. 


39. Soient [z, /] un système partiel, immédiat et linéaire, et [I, L] 
le système de même forme défini à l'alinéa IT du n° 29. Si le premier 
appartient à la catégorie des systèmes différentiels visés par l'énoncé 
du n° 29 ou par celui du n° 30, on peut, comme nous l'avons vu, dis- 
poser des constantes (10) de manière à réaliser à la fois dans le second 
toutes les conditions énoncées à l'alinéa III, et de 1a résultent succes- 
sivement le théorème général du n° 33 et celui du n° 36. Mais, dans le 
cas contraire, il peut fort bien arriver que la détermination dont il 
s’agit cesse d’être possible; elle le sera toujours à la vérité si, dans 
les cercles de rayons r et de centres x4, Vo, ++, Ugs Vor +++ Que nous 
avons alors considérés (29, III), les coefficients des diverses dérivées 
paramétriques conservent des modules suffisamment petits, mais la 
démonstration générale n’en tombera pas moins en défaut. Cela induit 
à penser que dans les systèmes immédiats qui ne sont ni réguliers ni 
semi-réguliers, l'existence des intégrales ordinaires répondant à des con- 
ditions Tabs donnees est incertaine, méme en supposant (ce que est de 
toute nécessité) que ces dernières assurent la concordance numérique des 
relations primitivo-ultimes. 

Et, par le fait, ul existe des systèmes de cette espèce qu'un choix conve- 
nable des données initiales, tout en assurant la concordance dont ils agit, 
laisse dépourvus des intégrales correspondantes. 

L'exemple très simple que nous allons traiter en fournira la preuve. 


40. En appelant H,, H, deux constantes réelles et positives, nous 
considérerons le système 


(u) (6) 


(2) = =v+H 
(56) Fer 


dy 


dv 
dy EU + He 


(7) 


immédiat, passif et linéaire, mais qui n’est évidemment ni régulier ni 
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semi-régulier. Le système linéaire semblable construit, comme nous 
, Li ”. , CS 
l'avons indiqué au n° 29 (IT), est ici 


(u) (v) 


du 


ay 


(y) = nO +eZ Oe 
q A 


où © désigne la fonction 
I 
1— [0% (% — Lo) + (y — Yo) + By (u — uy) + BCP — %)] 


La démonstration du n° 29 (III) sera applicable si l’on peut disposer 
des constantes €, «,, «,, de manière à avoir simultanément 


fats ce > Ha, e— >H,, 
3 2 
c’est-à-dire 


(57) E< 1, Se 


Il résulte de là que le produit H,H, doit être inférieur à e? et, par suite, 
à l'unité. Réciproquement, sz l’on a H,H,< 1, on peut satisfaire aux 
inégalités (57) par une infinité de valeurs de ¢, «,, a, et le système 
(56) possède un groupe d’intégrales ordinaires répondant à des détermi- 
nations initiales arbitrairement choisies. 


41. Mais, si l’on a au contraire H,H, > 71, la démonstration dont 
il s’agit cesse d’être applicable, et nous allons effectivement prouver 
qu’en supposant, pour plus de simplicité, H,= H,=— H, {e système 


(w) (?) 


(58) 


| sant aux cond 


are 6 a , ‘ 1 S 
4h . *. “Up,qs "p,ge 6 a ar he 


+1 \ rg | ‘ « 


“€ $ me ier ñ . * , oa fate he ra 
- valeurs initiales fournies par les relations ultimes pour les dérivées (sup- _ 


osées principales ) ( 
DEEE oe de pe 
dx? dy? dx?dy? Ju LL TRES 
a sont des polynômes entiers en H à coefficients positifs et entiers. 
ao En outre, à cause de la symétrie parfaite tant du système (58) que | 


des données initiales (59), les polynômes 
ae ; | _ ws 
| Up,gs Va,p 2 


(où p doit être supposé au moins égal à 1) sont nécessairement identiques. 4 
IT. En appelant Ô 4 le degré en H du polynôme uy, (où p > 0), on a, 
quel que soit l'indice m(>1), | à 


* (60) iE ae Om—1,0° 


4 


Ne: A wal ; 4 4 : : 
Car la différentiation dyna’ exécutée sur l'équation de la première co- 


lonne du système (58), donne la relation primitive 


din uw dm1 ro qm 7 
dx dye = dy" te dy™ ; 


qdn-1 re 


en remplaçant, dans le second membre, la dérivée principale = 


(61) Ones O1,m—1+ m—tI. 
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par son expression ultime, et faisant ensuite a — y = 0, on aura 
Uy ,m—1— Vo,m—1 ++. 
ou, a cause de I, 


U1,m—1— Umi,0 +... 


IT. Dans les mêmes conditions, on a encore 


Désignons, en effet, par p un entier quelconque de la suite 


Bae on sus CITE, M, 


85 


et exécutons sur la méme équation que précédemment la différentiation 


qm-! 
da?" dym—P? elle donnera, pour æ — y — 0, 
Up,m=-p—=:..+ Hu a m—p+4 
d’où 
Re re Des He ele 


L 


En donnant successivement à p les diverses valeurs ci-dessus indiquées 
et ajoutant membre à membre les relations correspondantes, on arrive 


bien à l’inégalité (61). 
IV. On a, quel que soit l’entier positif m, 


+ m(m—1) 


(62) Omer à stp Ls 


Si m=1, la relation uw, , =H donne immédiatement 6,,, = 1. Dans 
le cas contraire, on a, par la combinaison des relations (60), (61), 


S . 
CPE Om—1,0 + MA; 


en ajoutant membre à membre cette dernière inégalité avec celles qui 


s’en déduisent par la substitution successive de m — 1, m — 2, 


e9 


2 à m, et avec l'égalité 3, , =1, on obtient précisément l’inégalité (62). 
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V. En vertu de la première remarque faite dans l’alinéa I, de la re- 
lation (62) et de l'hypothèse H >1, ona 


m(m— 1) aS 
> 2 
Haw oll 


1 


Si donc on appelle € le module de æ, et que l’on considère dans le 
développement de l'intégrale hypothétique wu la partie indépendante 
de y, le terme général de cette dernière a un module au moins égal à 


m (m —1) zm 
Hest +1 € 


1.2...M 


Or l’expression que nous venons d’écrire croit indéfiniment avec m 
pour toute valeur de Ë supérieure à zéro; car, en y remplaçant m par 
m +1 et prenant le rapport de cette nouvelle expression à la pre- 


mière, on obtient 
H” 


ie oa ae 


quantité que l’on démontre aisément étre infinie avec m lorsque H est 
eas is 

La partie considérée dans le développement de u est donc une série 
divergente, le développement tout entier aussi, et, comme nous 
l’avons annoncé, les intégrales u, ¢ ne sauraient exister. 

On arriverait, à plus forte raison, à la même conclusion, si l’on pre- 
nait comme déterminations initiales de u, » des fonctions respective- 
ment olotropes en «=o, y =o, et dont les développements par la 
formule de Maclaurin eussent tous leurs coefficients positifs, ceux 
de æ et de y ne tombant pas au-dessous de l'unité. 


42. On voit par ce qui précède que, pour un système immédiat, 
même passif, qui n’est ni régulier ni semi-régulier, l'existence des in- 
tégrales ordinaires répondant à des conditions initiales données est es- 
sentiellement précaire. Elle dépend de la nature des composantes 
qui figurent dans les seconds membres des équations différentielles, 
comme aussi de la nature des déterminations initiales, et il peut fort 
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bien arriver qu’en modifiant les unes ou les autres (sans changer la 
répartition des cases pleines et vides dans le Tableau du système) les 
intégrales existent dans un cas et disparaissent dans un autre. Il 
ue pas dans notre cadre d'approfondir davantage cette aride ques- 
tion, à laquelle nous n’apercevons d’ailleurs, dans l’état actuel de 
l’Analyse, aucune application intéressante. 


43. La remarque suivante est essentielle à noter. Un système immé- 
diat qui n’est ni régulier ni semi-régulier peut parfois être privé 
d’intégrales répondant à certaines conditions initiales, mais id n’en 
résulle pas que son intégration soit impossible; car, en le résolvant par 
rapport à un autre groupe de dérivées, les cases pleines et vides (1) 
ne se trouvent plus réparties de la même manière dans le Tableau, et 
il peut arriver que le système, sans cesser d’être immédiat (8), de- 
vienne régulier ou semi-régulier, par suite, sujet au théorème du 
n° 36. Il n’y a là, d’ailleurs, rien de contradictoire : si, dans leur en- 
semble, les équations différentielles sont restées les mêmes, ou du 
moins équivalentes à ce qu’elles étaient primitivement, l’économie des 
conditions tnitiales a été totalement bouleversée par les changements que 
cette transformation a opérés dans la répartition des cases pleines et vides, 
et le paradoxe naissant de la coexistence de ces deux faits que, sous 
une forme, le système proposé n’a pas d’intégrales, tandis qu'il en 
possède sous une autre, se résout sans difficulté par cette simple re- 
marque, que les deux groupes de conditions initiales correspondant à ces 
deux formes ne sont pas du tout équivalents. 

Par exemple, sous la forme équivalente 


(wu) (9) 


le système (58), où nous supposerons H >1, peut être intégré avec 
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les conditions initiales quelconques 


ba vy) 
= PAM) 


pour. 2 =2,; 


mais il est impossible de choisir les fonctions v, © de manière que 
les intégrales du systeme remplissent les conditions initiales indiquées 
au n°41. 


SUR LA 


REPRÉSENTATION GRAPHIQUE 


DES 


DIVISEURS DES NOMBRES, 


Par M. L. SAINT-LOUP, 


PROFESSEUR A L'ÉCOLE DES SCIENCES D’ALGER. 


La distribution des nombres premiers dans la suite des nombres a 
été l’objet de nombreuses recherches qui n’ont pas conduit à la solu- 
tion de ce problème difficile. | 

Je me suis proposé d'examiner si une disposition graphique des 
nombres, autre que suivant une droite indéfinie, pouvait éclairer la so- 
lution, et je crois avoir été conduit à conclure que la recherche de la 
loi des nombres premiers paraissait devoir être abandonnée. 

La disposition des nombres en triangle arithmétique m'a paru l’une 
des plus simples à essayer. Cette disposition m’a conduit à des pro- 
priétés assez curieuses au point de vue graphique, et d’ailleurs d’une 
démonstration simple (‘). C’est ainsi qu’on reconnait aisément que : 
tous les multiples d’un nombre premier quelconque sont, dans cette 


disposition, répartis sur une parabole constante, indépendante du 


nombre considéré et dont le sommet serait transporté aux divers som- 


mets d’un réseau quadrangulaire. 
Cette même disposition permet d’établir de nombreuses formules 
de nombres n’admettant pas certains diviseurs. C’est ainsi que 


(7 1). + 41 


(1) Note présentée à l’Institut par M. Darboux, le 2 juillet 1888. 
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représente des nombres qui n’admettent aucun diviseur inférieur 
111 
PET ES 
n’admet aucun diviseur premier entre 23 et 43. 
La fig. 1 représente cette distribution parabolique. Les points mar- 
qués en noir sont les multiples de 7, les autres sont sla de 3 et 


de 5. 
Fig. 1. 
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x représente le point de départ 1, et le Tableau est constitué par 


19 

II 17 

5 9 15 

I 3 7 13 


Le dernier point à droite et en haut correspond à 1167. 

Si, au lieu d’une distribution parabolique, on avait une distribu_ 
tion rectiligne, le tracé devenait évidemment plus simple, et, en même 
temps, la lecture du nombre devenait plus facile, d’où résultait un 
double avantage. 


SUR LA REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES DIVISEURS DES NOMBRES. OI 


On arrive à ce résultat par une disposition à la vérité arbitraire par 
son point de départ, mais qui permet de reconnaitre graphiquement 
les diviseurs du nombre considéré. Voici en quoi elle consiste : Écri- 
vons sur une ligne horizontale les 600 premiers nombres de la suite 
naturelle, en omettant les nombres pairs, au-dessous les 600 nombres 
suivants, et ainsi de suite indéfiniment (au nombre 600 on pourrait 
substituer un multiple de 10 quelconque). On pourra remplacer 
l'écriture de ces nombres par un point sur un papier quadrillé, en y 
joignant les indications propres à faciliter la lecture. On aura alors 
un Tableau tel que le suivant : 


OT 02 03 25 


Bee TOME T7 


ER cette pee, le nombre qui occupe le point est 
1819, celui qui occupe le point o est 2423, les chiffres qui le com- 
posent sont soulignés, le point + correspond ? à 857. 

La premiere ligne du Tableau s’étend jusqu’a 599, verticalement il 
s’étend indéfiniment. Si, par exemple, on étend la première colonne 
jusqu’à 1194, le Tableau s’étendra à 119400 + 599 ou à 119999, il 
comprendra 199 lignes horizontales. Sur un papier quadrillé à 2™™ on 
obtiendrait, dans un rectangle de 60™ sur 40°, les nombres premiers 
inférieurs & 120000. 

Il résulte évidemment de la disposition adoptée que les multiples 
d’un même nombre premier sont situés en ligne droite, quelle que soit 
la base de la division qui est ici 600. 

Ces droites ont un coefficient d’inclinaison qui dépend de la base 
adoptée, mais qui est caractéristique du nombre premier considéré, 
sans appartenir particulièrement à lui. 

Traçons sur le Tableau quadrillé les droites correspondant aux 
nombres 7, 11, 13, 17 par exemple, nous obtiendrons la fig. 2 

On la construit en joignant le point de départ, par exemple le 
point 11, au multiple de 1+ le plus voisin sur la figure, qui est ici 6005. 
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Ce premier élément tracé, on peut poursuivre la ligne indéfiniment. 
En la répétant pour le point 33, on a les éléments de tout le réseau 
de 11. Nous verrons plus loin un autre procédé. 


Fig. 2 
o1 02 03 
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Supposons la construction faite pour les diviseurs précités; on voit, 
par exemple, que le nombre 2431 admet les diviseurs 11, 13 et 17. 

Observons que les lignes verticales de 3 en 3 et de 5 en 5 com- 
prennent les multiples de 3 et de 5. Si on les suppose tracées, on voit 
que tous les points par lesquels ne passent pas les réseaux construits 
et qui correspondent à des nombres inférieurs à 19? définissent des 
nombres premiers. 

Le plus petit nombre admettant 5 diviseurs autres que 2, 3, 5 est 


323324 = 7.11.18.17.19; 
le plus petit nombre admettant 6 diviseurs est 
C9 09204930 =7%11:19:17. 19.23, 


Ainsi, au-dessous de 65 millions, il ne pourra concourir en un 
point plus de 5 droites. Si l'on avait pris pour base 210 = 2.3.5.7, 


SUR LA REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES DIVISEURS DES NOMBRES. 93 


les diviseurs de 3, 5, 7 étant sur des verticales, 4 droites seulement 
auraient pu concourir en un point dans les limites précédentes. 
Proposons-nous de déterminer les nombres premiers correspondant 
à un coefficient d’inclinaison donné. Nous avons vu que dans la base 
600 les coefficients d’inclinaison des diviseurs 
PAT, Lo, 17 
étaient, l’axe des ordonnées étant dirigé vers le bas, 


1 
RSI 19e 


Si l’on prend pour origine le point < qui correspond à labscisse 
zéro, le nombre dont les coordonnées sont x, y est 


By+22.—1. 
Soit p un nombre premier appartenant a la première horizontale, 
+1 
son abscisse est 27° = Un point voisin appartenant à l'horizontale de 
saat 
2 


rang 5 a pour coordonnées Éd 8; le nombre correspondant est 


60086 +p+2a. 
Si ce nombre est un multiple de p, 
| 3006 + a 
doit être divisible par p. Le coefficient d’inclinaison de la droite, qui 


joint les deux points, est d’ailleurs + E. 


Donnons à « et 6 des valeurs entières simples que nous limiterons 
à 13 dans le but de restreindre la longueur de la droite qui joint deux 
points. On formera le Tableau suivant à double entrée. La première 
verticale contient les valeurs de {, la première horizontale contient les 
valeurs de «; les nombres du Tableau sont les valeurs de 


3006 + a. 


ok © DL = 
© 
© 
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D 
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On formerait un semblable Tableau des valeurs de 3008 — «. 


Remplaçons les nombres par leurs facteurs premiers ; nous avons le 
Tableau suivant, où l’on n’a pas répété les facteurs qui correspondent 
à un même coefficient d’inclinaison, tel que , 7, 5) +--+ 


Valeurs positives de a. 


Ce Tableau comprend treize colonnes verticales ct treize colonnes 
horizontales. Admettons que les nombres inscrits dans ces colonnes 


1 2 3 45 6 7 8 2 10 . 11 12 
a ae ne 
1 7.43 151 101 19 61 17 307 STI 103 31 SYP. io 
F2 6or 67 , II à 607 Au 7.29 A3: 47 
SGEN HOUR: ; 113 181 907 227 4 713 gil 
4 1201 : fol : 241 17.71 AM . Fel oie 
5 | 19,79 751 167 47 à DT LT T9 Lose 503 1511 7 
9 
6 | 1801 ; ; : 19 LOG = : ISLE 
TANT ATON 1051 Jot 263 421 13 OUI IT 19-07 211 DIT 
8 7 À 89 13-07 29.83 OUI) 5 2411 
OOF. Fo 7.193 E 13 541 2707 677 : 2e 2711 
10 3001 ry VEE EE : : 61-07 Sh ROG - soir "e 
11 3901 15.127 367 7.59 661 19.29 3307 827 1103 331 : 23 
1991853270 : 4 : 7.103 3607 . ; tos. Toye 
13 | 47.83 1951 1301 Oe ieee Tost! 3907 077 ° 1903 17.23 3911 163 
On construit de méme: le Tableau correspondant à des valeurs néga- 
tives de a. 
Valeurs négatives de «a. 
13 12 11 10 9 8 ih 6 5 4 3 2 1 
41 17 29 97 73 293 7 59 97 II 149 13.23 
7 19.31 : 197 : 593 TT ‘ 199 : 599 
887 127 89 . 223 19.47 179 7 : 449 29.31 
1187 29.41 397 : 1193 : 239 “ 7.19 599 . 11.109 
1487 31 1489 GAL 373 1493 83 SET IT 499 7.107 1499 
LG 1789 À : ret Go - 359 : - : 7207 
‘ 2087 29 2089 11.19 17.41 523 ; 349 419 131 233 1049 2099 
7-11.31 199 2389 : 797 “ 2393 479 i 17.4 : 3 
vy a a 7-47 2999 
ag ÿ) 7 2689 269 ; 673 2693 ze Wh 337 : 19.71 2699 
29.103 7-161 997 JU AE. 53 ‘ ; : 37 : 2999 
19.173 137 à 7.47 1097 823 37.89 61 659 109 7.157 17.07 3299 
17-211 37.97 Sit Ot emis. 59.61 
3889 389 1297 7.139 17.229 11.59 19.41 487 433 1949 795% 
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soient placés aux sommets d’un quadrillage, et soit un point x, 8 de 
ce quadrillage, la distance de ce point à l'origine représentera 
Va?+f?, c’est-à-dire la longueur de l’élément du réseau d’un divi- 
seur inscrit au point. «8. On choisira donc le coefficient d’inclinaison 
pouvant représenter un diviseur par la condition que Va? + 6? soit le 
plus petit possible. Ainsi, par exemple, nous trouvons le diviseur 19 
aux coordonnées 4,1 — 1,5 — 5,6; il conviendra de prendre pour coef- 
ficient d’inclinaison ;, parce que l'élément du réseau aura pour lon- 
gueur 17, tandis qu'il aurait pour longueur ÿ26 ou 61 aux deux 
autres points. Et il est évident qu'étant donnés les quatre sommets d'un 
parallélogramme, c'est par ses petits côtés que la figure sera le plus 
simplement définie. 

En joignant à ce Tableau celui qu’on obtient en donnant à « des 
valeurs négatives, on pourra dresser le Tableau des coefficients d’in- 
clinaison les plus avantageux pour la représentation d’un diviseur dans 
la base considérée. Il suffira de choisir le diviseur le plus rapproché 
de l’origine dans le Tableau. Si l’on fait cet examen pour la suite des 
nombres premiers, on peut former le Tableau suivant : 


Nombre. Coefficient. Nombre. (Coefficient. Nombre. Coefficient. Nombre. Coefficient. 


7 tes 0 61 Lae 131 — 7:4 199 — 2:3 
II — 1:3 67 Sid 137 des 211 a © 
13 — III 71 HAN 7 139 O7 223 — 3:8 
17 DL 73 — 1:8 149 — 1:2 227 38 
19 134 79 DT 151 No 229 1907 
23 — iit 83 — 5:6 157 —11:3 233 — 7:3 
29 = Ban 89 Sas 163 —6:7 239 he Gs 
31 — 3:1! 97 — 1:9 167 09 241 Geno 
37 — 1:4 101 LOS 173 HSE 251 5:6 
41 he 2) 103 1:9 179 — 3:5 257 GER 
43 DEA 107 2 181 D 10 263 Fs 
47 5:4 109 — Ail 191 al 269 == O0 
53 Bet 113 a} 8 193 gi2 Fg 9 : 10 
59 St 5 127 im 8) 197 — 2:9 277 ONE 


On voit qu'aux limites du Tableau, un seul des nombres «, 6 atteint 


la valeur 13. 
Nous avons supposé le nombre premier p situé sur la première hori- 


zontale ; mais il est aisé de s'assurer que cette hypothèse n’est nulle- 
ment nécessaire aux conclusions qui précèdent. 
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Une base étant choisie, nous avons vu qu’il convenait de choisir le 


coefficient ©, de façon que ya? + 6? fat aussi petit que possible. Mais 
a 


on peut se proposer de déterminer Ia base de façon que la somme des 
tracés ait la moindre longueur. Sans avoir de méthode, a priori, pour 
résoudre cette question, on peut faire intervenir les considérations 
suivantes. 

Observons d’abord qu’il est indispensable de fixer les diviseurs que 
l'on se propose de représenter. Nous supposerons qu'il s’agit des 
diviseurs inférieurs à 150. 

Soit 2B la base, c’est-à-dire le nombre qui définit chaque ligne hori- 
zontale. Nous avons vu que, si un nombre premier p a pour coefficient 


Se 
a 
sir B de façon que, pour les valeurs les plus faibles de 8 et «, cette 
expression ait le plus grand nombre de diviseurs inférieurs à 150, et, 
comme les petits diviseurs sont ceux qui se répètent le plus dans le 
Tableau, il convient que leur signe représentatif soit simple. 

Faisons «=1 et 8 =1, on devra choisir B de façon que B+ 1 ou 
B? — 1 admette, s’il se peut, les diviseurs 3, 5, 7, 11, 13, ..., qui sont 
les plus encombrants. La base B devant étre un multiple de 10 pour 
que les mémes chiffres des unités se trouvent, sur des verticales, soit 
B=106 et b=1, 2, 3,..., 100, on obtient le Tableau suivant, d'où 
l’on a écarté les valeurs de B qui correspondent à moins de quatre 
diviseurs ou à des diviseurs supérieurs à 150, et où l’on a inscrit les 
diviseurs à coefficient + 1 ou infini. 


d’inclinaison + ©, ce nombre divise BB + a. Il convient donc de choi- 


B. Diviseurs. B. Diviseurs. B. Diviseurs. 

70 Bis 7237 220 DUT. 17078 560 317 LT LS 1749 
90 a), yb 1800 260 15 wow te fae eB Yr) 610 3. 7-13.29.47.61 
110 3.11.37:109 300 JTE ta 20-40 650 ST i top 19.01.00 
130 3.13.43. 031 340 STUN Seat ES À MA Bs] 780 3.11.13.19.41.71 
HOMO oF 4700 370 ejay eed bee 870 3.11.13.29.67.99 
160 D 702500 390 DOI. 30.09 900 3.194209 -91:03 
170 3.13 .17.19 550 3.11.19.29.61 1000 JM LI 13607 


Les diviseurs indiqués dans ce Tableau pour chaque base considérée 


correspondent à des points successifs du quadrillage, soit verticale- 
ment, soit en diagonale. 
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97 
On voit que les plus petits diviseurs appartiennent aux bases 


170, 300, 560, 610, goo, 1000. 


Il est permis de les considérer comme pouvant étre avantageusement 
choisies pour la simplicité du tracé, et nous allons les comparer. 


Soit N le plus grand nombre du Tableau des nombres; N est le 
. . GE a 
nombre des multiples de p inférieurs à N. Ces multiples étant joints, 
| a do Dee De 
de deux en deux, par une droite de longueur Va? + 62, as CHERE 
est la longueur du tracé pour le diviseur p. 
2 2 
Calculons Y 2+" pour les bases 
en 


96, . 1190, 1900: 200, 1000, 
nous trouvons les nombres 


3060, 3070, 3020, 2650, 3r4o. 


Il résulte de ce calcul que la base 560 paraitrait devoir être préférée; 
mais il se dégage de ce calcul ce fait remarquable que les longueurs 
des réseaux sont sensiblement les mêmes. On est conduit à induire de 
là que cette longueur est sans doute indépendante du choix de la base 
quand le Tableau s’étend à un nombre croissant de diviseurs. 

Quoique cette conclusion ne soit pas rigoureusement établie, il 
n’est pas moins reconnu que le choix de la base paraît devoir être dé- 
terminé simplement par les facilités matérielles de l'exécution du 
tracé. On peut toutefois démontrer que, quelle que soit la base, la 
surface du parallélogramme, déterminée par quatre sommets deux à 
deux consécutifs, est égale au nombre premier p qui le définit. 

Soient, en effet, P, P’ deux sommets consécutifs sur la première hori- 
zontale, A, A’ deux autres sur la seconde horizontale. L’intervalle PP’ 
étant de p divisions, la surface du parallélogramme PA A'P' est égale 
à p; et l’on voit que la surface de tout parallélogramme ayant deux 
sommets consécutifs sur la droite PA et ses deux autres sur la ligne 
P’ A’ est aussi égale à p. 

D’après cela, étant donné un nombre premier p et son coefficient 
d’inclinaison, celui-ci permettra de tracer le point P’, immédiatement 
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voisin, et le théorème précédent permettra de compléter le parallé- 
logramme. 
Soit, par exemple, p = 17, le point voisin A est x =1, B = 3, la re- 
lation 
ee 


SPP ip’) teat rr ago 8 


donne 


Il faut done compter horizontalement 5 divisions plus _ Or la 


ligne PA détermine sur les horizontales qu'elle coupe des segments 
qui sont des fractions de l’unité dont le dénominateur est 3 et dont les 
numérateurs sont 1, 2, .... C’est donc sur la seconde horizontale que 
se trouvera le point A’, troisième sommet du parallélogramme. 

Généralement un segment quelconque, déterminé sur l'horizon- 
tale 8’, a pour expression 


a(B — p") 
6B ? 
en sorte que 
r= 2(3—6'). 


Dans le, cas-actital,, es Lt PS Aou De 

Nous avons supposé que les deux sommets consécutifs P, P’ étaient 
sur la première horizontale. Si le nombre P est seul sur la première 
horizontale et si $ est l’ordonnée du second point P’, on reconnait 
aisément que l'aire du parallélogramme est égale à pB, mais il n’y a 
plus qu’un seul point sur une horizontale. 


Conclusions. 


L'étude qui précède conduit aux conclusions suivantes : 

On peut appliquer le procédé graphique à la construction d’une 
Table des diviseurs des nombres en limitant la grandeur de ces divi- 
seurs; ainsi ce Tableau pourrait faire connaitre les nombres avant des 
diviseurs inférieurs à 150. Cette Table aurait quelque utilité pratique 
pour le calcul des rouages. 
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Les nombres premiers sont définis par les vides que laisse la super- 
position des réseaux des nombres premiers successifs. 

Tout réseau nouveau élimine des nombres, excepté dans la région 
qui s'étend jusqu’au carré du dernier nombre premier figuré. 

Le choix de la base de la distribution des nombres ne parait pas 
avoir d'influence notable sur la simplicité du tracé. 

Si, au lieu de prendre une base unique, on prend deux bases, ce 
qui conduit à un double Tableau, on peut obtenir une réduction dans 
la longueur du tracé. Par exemple, si l’on prend les bases 170 et 190, 
le tracé ne comporte qu'une longueur représentée par 2260 pour tous 
les nombres premiers inférieurs à 200. 

Observons enfin que ce tracé peut s’effectuer à partir d’un nombre 
quelconque. Rien n’empéche de l’exécuter à partir de 1 milliard, par 
exemple, et de le poursuivre dans telle étendue que l’on voudra. 

Ainsi, sachant que 1 milliard +1 est un multiple de 7, 11, 13, 
19, On a un point de départ des réseaux de 7, 11, 13, 19, qui sont 
connus. En général, en divisant 1 milliard par p, on voit ce qu’il faut 
ajouter ou retrancher à 1 milliard pour obtenir un multiple de p. On 
peut donc tracer le réseau dans une région quelconque de la suite des 
nombres. 

Pour la clarté du Tableau, on pourrait l’exécuter sur deux bases. 
En prenant, par exemple, 170 et 190, on reconnait que les Tableaux 
peuvent se construire avec des valeurs de « et 6 inférieures à 10 pour 
tous les nombres premiers inférieurs à 251. 


Tracé mécanique de la Table des nombres premiers jusqu'à 10 millions. 


Il reste à indiquer comment le Tableau des diviseurs des nombres, 
et par conséquent des nombres premiers, pourrait être tracé mécani- 
quement sans erreur. 

La difficulté est dans la superposition exacte des réseaux isolément 
gravés sur une planche ou un cylindre. 

Considérons un diviseur quelconque, 7 par exemple. Son réseau 
commence au point 7 et se reproduit exactement à partir du nombre 
7B+ 7; la période du réseau comprend donc 7 lignes horizontales. 
Généralement, la période du réseau de p comprend p horizontales. 
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Supposons le quadrillage de 2™. Sur un cylindre de 14™™ de circon- 
férence ou un multiple de ce nombre, gravons le réseau de 7. Si l'on 
fait rouler ce cylindre sur un plan, il imprimera indéfiniment ce 
réseau. 

Pour assurer ce roulement, le cylindre devra étre muni d’une den- 
ture du pas de 2™, engrenant avec une crémaillère de même pas dis- 
posée sur le plan. 

Tout autre cylindre, ayant une denture de même pas et correspon- 
dant au réseau d’un autre nombre premier p, superposera convenable- 
ment ce réseau : il suffira de régler le départ. | 

Si l’on admet que l’on s’arréte à des cylindres de 1™ de diamètre, ce 
cylindre pourra porter tooo X + ou 3141 horizontales, suivant ses gé- 
nératrices, et, par conséquent, le réseau du nombre premier 5137, 
immédiatement inférieur à 3141. 

On aura done ainsi réalisé une Table des diviseurs des nombres jus- 
qu'au diviseur 3137, et une Table des nombres premiers jusqu'à 
3137? = 10840000. 

L’exécution aura exigé 443 cylindres (dans la base, Goo), attendu 
que 3137 est le 445° nombre premier. 

Le Tableau aura une longueur de 33™ et une largeur de o™, 60. On 
pourra le fragmenter comme on voudra dans le sens de sa longueur et 
dans celui de sa largeur. 


SUR UNE 


ÉQUATION DU PREMIER ORDRE 


L'ÉQUATION DE JACOBI, 


Par M. ELLIOT, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANCON. 


L. On sait que les équations différentielles, telles que 


où P, est un polynôme du troisième degré, et P, un polynôme du pre- 
mier degré en y dont les coefficients sont des fonctions quelconques 
de la variable indépendante x, peuvent être ramenées à la forme 


où Q, est un polynôme du troisieme degré en y. Ces équations, étu- 
diées par MM. Appell et Roger Liouville, admettent comme forme 


canonique 
dY 


> — ¥3 
dX AMEL 
Lorsque le polynôme P, est seulement du second degré en y, on 
\ peut adopter une autre forme canonique. 
Considérons l'équation 
dy Py+Qy+R 
(1) 3p ery Baal 
dx Sy +T 


où P, Seen S, T sont ae fonctions ; ri Or 
changement de fonction . 


aan 


7 
+ 


où act b désignent des fonctions indéterminées de x, équation con- 
serve la même forme, et l’on a 


av_ PV QY +R 
der S, ER lance 


“en posant 


P,= Pa*?— Saa’, 

Q,=2Pab+ Qa—Sab'—(Sb+T)a, 
R=Pb+Qb+R—D'(Sb+T) 
Si Sa, 

T,=a(Sd ET). 


Si l’on profite des fonctions a et b pour annuler P, et T,, on aura 


et l'équation (1) se transformera dans l'équation réduite 


eee te Le 
(2) t riens À 


où I et H ont les valeurs suivantes : 


a2PT — QS + TS’— T'S eo PT?— QST -- S'R 
DR de 7e ne ce os MGR EDEN T'ES 


le > 
Ste . se") gu 


L’exponentielle introduit un facteur constant A dans I, et son carré 
h* dans H. Ces facteurs répondent au simple changement de Y en AY 
dans I’ équation réduite. 

On pourra ensuite, par un changement de la variable indépendante, 
faire en sorte que H ou bien I se réduise à unite. 

Les fonctions I et H sont des invariants relativement au changement 
de fonction, et sont aussi des invariants relativement au chef peter) 
de la variable. Si l’on effectue à la fois ces deux changements, 

dz, 


yray,+), re 


Me 
TA 


TAN TR 
’ 
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où a, b, c sont des fonctions indéterminées de a, l'équation (1) con- 
serve la même forme, mais les coefficients de l'équation transformée 
ont maintenant les valeurs suivantes : 


P,=Pa— Saa’, 
Q,=2Pab+Qa—Sab'—(Sb+T)a, 
R,= Pb?+ Qb+R—(8b0+T)O’, 

5, == SC, 


T,=ac(Sb+T). 


En calculant les nouvelles expressions I, et H,, on reconnaitra aisé- 
ment que 


ins ae H,= =H. 


Les fonctions I et H sont donc bien des invariants, et le rapport 


H — J est un invariant absolu. 


I 
Si, dans l’équation réduite (2), on fait le changement de la variable 
indépendante définie par 


on la ramenera à l’équation canonique 


ay 


Ie 


us 
Y’ 


et l’on reconnaît immédiatement que X est un invariant absolu. 


En posant Y = 73 on voit que l’équation canonique équivaut à 
celle-ci 
al. == fp) 3 
dx =7?— JL’, 


et quelle peut être regardée comme l’équation canonique répondant 
aux équations différentielles 
dy A Q:; 


où le polynôme Q, du troisième degré en y admet une racine double. 
L'introduction du facteur À dans I et de A? dans H donne, d’ail- 


> 


rs Ve “4 Don 
Qt ad < 3 ME aj & 


ein ee ip - HR 


Res 
RC: a “leurs, As équations eanoniqu 
<q Lys. 
ER unes des autres. Posons — 


on aura 


d’où l’on conclut 
xy = hX = hi, 


h, désignant une nouvelle constante. L’équation canonique 


en posant Y, = AY. 
Supposons que les coefficients de l'équation proposée soient tous 
constants, on aura évidemment, en désignant par À, vu, & trois con- 


> stantes, 
| dX À 
) ads Ks pa at VS PET ER 
an Daher. TS ee" zs apn ke aa A= Te A J= SX. | 
: | 
ne. L’équation canonique est homogène. Si, comme cas particulier, la 
#, ¢ 


constante # est nulle, il est clair que J se réduit à une constante. Les 
Eu: mêmes conclusions subsistent si, au lieu de supposer constants les 
coefficients de l'équation proposée, on suppose qu'ils soient suscep- 
tibles de le devenir par un changement convenable de fonction et de 
variable, puisque J et X sont des invariants absolus. 


d d) 
Ces cas d’intégrabilité, qui se traduisent par la aan qu'a TN 


ou bien J, de se réduire à une constante, se reconnaitront sur |’ équa- 
tion réduite (2) et sans passer par l'équation canonique, par les carac- 
tères 


— } H 
ec Er const. ou bien Var const. 
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2. Faisons, dans l’équation 


(1) Pers 


GE ; y 


le changement de fonction y = u + » a, b, u étant des fonc- 


J ay,-+ b 
os quelconques de x. L’équation se transforme en une autre, où 
az est le quotient d’un polynôme du troisième degré en y, par un po- 


lynôme du premier degré. Mais on voit aisément que le polynôme du 
troisième degré se réduit à un polynôme du second degré, si w est une 
solution particulière de l'équation (1). Les invariants I, et H, de la 
nouvelle équation ne dépendront pas des fonctions a et b. On sait, en 
effet, que si l’on fait le changement de fonction y, = ay, + 6, « et 8 
étant des fonctions quelconques de «, les invariants ne dépendent pas 
de « et 6. La transformation devient alors 


I 
TT açnmtp)+e 


En prenant az — 1, Ba + b — 0, on voit qu’on peut se borner à faire 


la substitution y = u + =: L’équation (1) devient 


tle 


dz (u'+T1)s? 
SS 


dx UNS ol 


— 
© 
Der 


et les invariants de cette équation sont 


El 2 — 2 qe iz 
Us id a H ae 


ut u® 


(3) iF 


On ramène d’ailleurs l’équation (2) à la forme 


dy H 
ial! D L= 1 
dx Yi 
par le changement de fonction 
Qu 
J =ax I 
sue rte 
et, par suite, 
I u? 
Y= ul ie = — Paes) ee . 


5 
u°Y;— € 
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Toutes les fois qu ‘on saura intégrer ne 
sont I et H, on saura donc nr eee À 
les invariants sont I, et H,, en utilisant les solu ons pi 
la première. TA 
Cherchons, par exemple, quelles sont les équations que an peut 


“intégrer en les ramenant, par la remarque précédente, à DEA se 


le cya 


_ A étant une constante. On a, d’après la relation (3), 


H; mare: 
(3!) _ (AW — IH’) a? — 2 HP a? + 6H? Lu — 6H? i “ 
Le TA ON ROS ee ES 
L É 
L’équation (1) sera donc intégrable si l’une de ses solutions satis- 
fait à P équation du troisieme degré 


-. . L cs 


(ares (HY — 1H!) a — 2 HP at + 6H? Lu — 6H? = k(3H — rar 
Par exemple, l'équation dont les deux invariants sont 


1=(3f—1)f, H=f—/f)/’, 


f étant une fonction de +, pourra être ramenée à une équation où le 
rapport = est constant; car l’équation 
1 : 
dy H à 
CAE RS | 
admet la solution particulière u — f(1— f), qui est une racine de 
F équation du troisième degré 4 
| (HI! — TH’) v— 2 HI «+ 6H? Lu — 6H =o, 
Mais ce caractère d’intégrabilité étant d’une application à peu près 


impossible, nous en AREAS la recherche en supposant ie l'on 
prenne pour point de départ l'équation canonique — 


‘ 


dy J 
+1 


a ate 
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Si Pon fait dans l’équation (laa 7 u, on obtient 
— uu! = (3u'+ 2)[k(3u' +92) +(u+r (2u'+ 1)] 
ou bien 


du u' du! 
= £ 14 9 =- 0. 
u (3u'+ 2)[(gk+2)u?+ 3(4k+1)W4+4k+1] 


Intégrant cette équation et C désignant une constante arbitraire, 
Cu(su' 2)?= (9k + 2)u!? + 3(4k 1) ul + Gk +1 
ou 
(gCu — 9k —2)u?+ [12Cu— 3(4k+1)]u' + 4Cu—4k—1=0. 
Résolvant cette équation par rapport à uw’, on obtient, en posant 
1+4k—4Cu=?, 


l'équation différentielle 
dt 


ACdz 3141 


= 


L’intégration de cette équation donne, en appelant C, une nouvelle 


constante arbitraire, 
sf ot+ 2C,—8Cx=o. 


Connaissant ¢, on en conclura la solution particulière u et l’expres- 
sion de J=u(u'+ 1). Cette expression contiendra la quantité irra- 


tionnelle V1 — 6C, + 24Cx, qui provient de la résolution de l’équa- 
tion du second degré en ¢. Faisons la substitution linéaire 


1—6C,+ 240x—4X, 


de facon que Virrationnelle soit simplement la racine carrée de la 
nouvelle variable, et en même temps la substitution 


Cy, 
afin l'équation conserve la forme canonique. On obtiendra alors 
que l’équation que. 


l’expression suivante de l’invariant absolu J 


À = 


Book Se TL DE X 
NE ge 

Les équations caractérisées par cette valeur de J sont, comme nous 
le verrons plus loin, des équations de Jacobi. 


TN aa — (mat my +m!) dy + (ne + ny + nd =o, RE 


tient d’un polynôme du premier degré par le cube de la fonction li- — 
_néaire Ua — m’, et que H est le quotient d’un polynôme du troisième 


: a 2 Tue en 
1 


= 


3. L'équation de sn est, comme on sait, 


(x+ly+l)(x dy — ydx) 


oud, l, r, m, m',m’, n,n’, nr” sont des constantes. On peut l'écrire. lea 


a uM cee Aa ae Fay Sete 7 
GER Ie at eis ne ee | 


Elle rentre donc dans la RES d'équations dont nous nous oceu- 
pons. : Rie 
En calculant les deux invariants I et H, on trouve que 1 est le quo- 


degré par la cinquième puissance de cette même fonction linéaire. 
Les coefficients des deux polynômes ne sont pas arbitraires. Ils doi- 
vent satisfaire, comme nous allons voir, à deux relations. À 

Remarquons d’abord que, par un simple changement de notations, 
on peut PAR ou qui précède sous la forme 


_ P+CurHn)y+mr+P, 
(2) : 
eke (æ+m)y+nx Eur +q 


OÙ M, 1, 2, P, Pis J, 7, sont des constantes. On peut supposer aussi 
que l’on a ramené le coefficient de y au dénominateur : à être æ au 
moyen de la substitution « + m= x,. 

Cela revient à supposer m — o dans l'équation (2), qui devient 


(3). dy P+ (many +petp, 
dg ay +nje+qar+q | 


Les deux invariants sont | 


1 pena Me+ 3¢ 
ax 


H=h? SE un eh Don RE ln 
x 


ee en 0. à. de 


. 
4 ma 

se 

4 

4 

g 

4 

4 

à 

4 
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dx > 
A étant la constante qui provient de I’ exponentielle ae . Si nous iden- 
tifions avec les expressions suivantes 


A, 2A, ya Bszi+ Bev? + Biz +B, 
geet He a 


LE 


où les A et les B sont des coefficients constants, on devra satisfaire 
aux équations 


| (2 qi — n) À, SJ Ags 
(4) hl pit ni(qi—n)] = B;, R[p + rm1q +qi(qgi— n)] = B,, 
h?q(2q,—n)=B,, hg Be 


En comparant la deuxième et la dernière de ces équations, puis la 


premiere, la deuxième et la cinquième, on aperçoit immédiatement 
les deux relations 


Ay 
9 


ow 


Ao 


== Bas d Se 


Si on les suppose vérifiées, on pourra faire l'identification d’une in- 
finité de façons. Il suffira de prendre 
_ ahq,—A, 
5 ies oe neers 2 


ae Le Ma gi— hry Ay + Bs Ss _ Wi —zhn,Ay— hg, A,+ B, 
h? ” h? : 


où A, q,, n, demeurent arbitraires. 

L’équation 
dY  Ayx+A, _B;x°+B,r°+ fA A e+ 5A; 
dx at an Lo 


(6) 


peut donc être considérée comme provenant d’une infinité d'équations 
de Jacobi, et, comme les solutions de l’une quelconque d’entre elles 
sont liées à celles de l'équation (6) par des relations connues, il est 
naturel de chercher si l’on ne peut pas profiter de l’indétermination 
deh, g,, 7, pour en simplifier l'intégration. 

Mettons l'équation (3) sous la forme habituelle de l’équation de 
Jacobi 


(7) (yma) (ady —ydx) +(qgix +q)dy —(pet+ny+p)dr=o. 


| néaires. Ces intégrale 
constantes «, B, y étant déterminées les equation 
| anne Pg 
2 \ RD] ee 
en prenant pour À l’une des racines de l’équation du Pea cae 
obtenue en égalant à zéro le déterminant des équations précédentes, : 
c'est-à-dire | | 


(9) B+ PE + ng Rq)À + Pi — Pig + RMI =o. 


Rappelons en outre que, si l’on désigne par À,, Az, À, les racines 
supposées inégales de l’équation (9), et par &,, B,, y, les valeurs des 
constantes répondant à la racine 2,, etc., l'intégrale générale de 
l'équation (7) est ‘ 

(aya + Bry + pi) (aga + Bay + ya) (agar + Bs ¥ + ys) = const. 


Remplacons dans l'é équation (9) Ps Pas 2, q par leurs valeurs tirées 
des équations (5). On obtient | 


A 
n+i—=3qi— ne 


ne p+nn+nq=3q me - ‘ai 
7 RTE À ; 


et la substitution de ces valeurs ramène cone (9) à celle-ci : 


AB; __ 
oe oe ‘ 


(10) (+ qi) — Ay A? (A + qi) + BA + qi) — 


D’après la méthode de réduction indiquée dans le n° 1, on passe de 
l'équation (3) à l'équation (6) par la substitution 


x RL? + qyx + q 
CEE Ve 1 1 
) he x 4 : - 
d'où l’on tire | 
es m0 4 
\ aie (ay + ne + gx + q). 
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Remplaçons y par — 52 — CE On tire les rapports 5 ets des deux 
premières équations (8). Ces valeurs sont, en tenant compte des rela- 
tions (5), 

B; 
y A, a mM (A+ q1) = Fe 


Se h’ ci À + % 


On trouvera donc, pour les trois solutions particulières de l’équa- 
‘tion (6), 


s B, 


= Ao 
R(À + qi) 


I 
3 eee 


HLM A+ gl + 


La constante 7, n’entre pas dans cette expression; les constantes / 
et g, n’entrent que sous la combinaison (A + q,), dont dépend seule- 
ment l’équation (10). Les trois solutions particulières de léquation (6) 
sont done les mémes, quelles que soient les équations de Jacobi dont 
elle provient, et son intégrale générale pourra s’écrire sous une forme 
analogue à celle qui a été indiquée plus haut. Les quotients des ditfé- 
rences des racines de l’équation (10) qui servent à déterminer les 
exposants restent aussi les mêmes quand on donne à h et q, des 
valeurs quelconques. | 

En faisant = 1,9, — 0, on voit que la formation de l'intégrale dé- 
pend de la résolution de l’équation du troisième degré 


23 — A+ B,1—4A,B,— 0. 


4. On peut, par un changement de la variable indépendante, rame- 
ner l’équation de Jacobi à la forme canonique 


ee. J 


J et X étant des invariants absolus, |’expression de J en X est indépen- 
dante d’un changement de variable fait dans l'équation (6) du numéro 
précédent, et aussi du changement de x + men x qui a déjà servi à 
simplifier cette équation. 
Si, dans l’équation (6), on pose x = x elle devient 
dY Boa} + By zit + B, zx, + Bs 
; 


oe eae y 


et du troisième degré 


- 


Les deux invariants 1, et H, sont: 


— I = Ati+ À, 


La variable canonique X est pen 


. 


He dx, =— *Ao7i = ees EL. 
a, est donné par l équation du panna degré 


‘ Art 2A\x,4+ 2X =0., 


Si Von effectue la division de 5;Ajx;+ ;A,A, xj + Bx, + By par 
"A x + 2 Ay. x, + 2X, on trouve comme oh 
| (By — FAX — FAp) art B; — An 


On en conclut ; ‘ 
_. (B,— 2A, X — FA?) 2, + Bs— Aix 
woe, Ay 


et, en tie par sa valeur, 


3 A AB, 
Tee PE LV. de AR CET 
9 40 9 Ao yA? — 2A,X 


Aa aye ; nae 
, l'expression de l’invariant est 


Changeant X en X + re 


B,— 4A; 4 2A% + 4, B, — A,B, 
No. Ay V— 2A, VX 


Le changement simultané de X en A?X,, et de Y en i Yall pe 
désigne une constante, laisse à l'équation la forme canonique. On 
pourra done regarder l'invariant J, relatif à une équation de Jacobi 
comme donné par 


(1) Jef Ne RE eat oe +AoB;— AB 
AINo AV— 24, he VX, 
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Il est clair que, A et w désignant des constantes quelconques, 


ow Us 
J=—?2X+h + — 


VX 
correspond à une équation de Jacobi. C’est la forme quia été trouvée 
dans le n° 2, pour les équations qu’on peut intégrer en les ramenant à 
d’autres dont l'équation canonique est homogène. 
_ En comparant la valeur de J, trouvée pour ces équations, avec celle 
qui précède, on aura deux relations qui donneront lieu, par l’élimina- 
tion de 2,, à l'équation | 


(3K +1) aa! (B,—+4A?)8 ES 
pokes ay SEAT AR, = A,B) 


L'intégration de l’équation exige donc encore la résolution d’une 
équation du troisième degré. 


Cas d’une racine double de l'équation caractéristique. 


5. La forme sous laquelle se présente l’intégrale générale de l’équa- 
tion de Jacobi devient illusoire quand l'équation caractéristique du 
troisième degré admet une racine double. La méthode de d’Alembert 
conduit à la forme nouvelle qui convient à ce cas particulier ("). 

Soit P, la fonction linéaire qui répond à la racine simple À, de 
l'équation caractéristique, P, celle qui répond à la racine double A,. 
L'intégrale générale est 


A) 
1—const.e  P:, 


2 


TT 


P’, désignant une fonction linéaire que l’on obtient en dérivant P, par 
rapport à À, et remplaçant À par À. 
Réciproquement, soient A, B, C trois fonctions linéaires de x et & 
une constante. L’équation 
“de wae 
2 3 = COU eet 


ES: 


(1) 


(1) Serrer, Cours de Calcul différentiel et intégral, 3° édition, Chap. VII. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Ayrit 1890. 


1 


mur ELLIOT. 


donne lieu, par l'élimination de la constante arbitraire, à une équa- 
tion que l’on reconnaît aisément être une équation de Jacobi, dont 
l'équation caractéristique admet une racine double répondant à la solu- 
tion linéaire y —B, et une racine simple répondant à la solution 
y = A. Faisons, en effet, le changement de fonction y — B= y, qui 
transforme une équation de Jacobi en une autre équation de Jacobi, et 
qui, en outre, n’altère pas les invariants I et H. L’équation (1) se 
transforme dans la suivante 


y—a no 
= += CONS net g 


où a et b sont de nouvelles fonctions linéaires de x. 
L’élimination de la constante conduit à l'équation différentielle 


1 (@! = Ad) y + Kably. 
2 er (a — kb)y + kab 


En posanta = a,x + a, b = b,x + b,, l'équation peut s’écrire 


[(a,— kbi)y + ka, b,x](x dy — y dx) 
+ [(Go— kb) y + h(a, by +a) b,) x + Kaobo]dy — kay bh, y dx — 0, 


qui est bien une équation de Jacobi dont l'équation caractéristique 
admet la racine double A, = — ka, b, et la racine simple À, = — 4a, by. 
La première donne la solution particulière y = 0; la seconde, la solu- 
tion particulière y = a. 

Les invariants I et H de l’équation (2), où nous supposerons main- 
tenant que a et b sont des fonctions quelconques de x, sont 


k(2a+ kb) (ba'—ab’') 
(a — kb) 


n = Ka? b( ba’ — ab’) 
| (a = kbye 


RMC ke >. - b 
On reconnait aisément qu'ils ne dépendent que du rapport - = 4. 
a 


On a ainsi 
__K(2a+kt)t! nr k?ti! 
| GA 


( 
(1— ke)3 


Toutes ces équations admettent une méme équation canonique, que 
l’on forme facilement au moyen des expressions précédentes de I et H, 


no 
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I 


ou, plus simplement encore, si l’on effectue la substitution 1 — #1 — z° 


au moyen des valeurs suivantes : 
—1—=(30—:)0, — H=— 0@(0—:1)6/. 


On retrouve ainsi, multipliées respectivement par — 1 et (— 1}°, les 
valeurs rencontrées dans le n° 2 pour les invariants des équations qui 


peuvent être ramenées à d’autres où le rapport 7 est une constante. 


D'ailleurs, en formant l'équation canonique, on obtient, pour l’ex- 
pression de l’invariant absolu J, 


FER 
9 VX 


que l’on retrouve en faisant # = o dans la valeur de J qui a été rencon- 
trée dans le n° 2. 

On a vu, dans le n° 4, que les invariants I et H d’une équation de 
Jacobi peuvent toujours se ramener à être des polynômes du premier 
et du troisième degré. Toutes les fois que l'équation caractéristique 
admet une racine double, le polynôme du troisième degré admet aussi 
une racine double, et réciproquement. On a effectivement, en se repor- 
tant aux notations du n° 3, 


—H=tA?2'+ $A,A, x? + B,x + Ba. 


Le discriminant du second membre est 


2 


: E ae = 45.4; | [A,A,B,— B2] — E AB AB | 


En l’égalant à zéro et supprimant le facteur Aj, on a la condition 
4 (3B,—A}) (AoA, B;— Bz) — (3A,B;— A,B, )?= 0 
qui exprime l'existence d’une racine double pour l’équation caractéris- 


tique 
HAE Bi LA, By. 


rig ELLIOT. 


Cas d'une racine triple de l’équation caractéristique. 


6. L'intégration de l'équation de Jacobi peut être alors considérée 
comme immédiate, par suite de la forme particulière que l’on peut 
donner aux invariants I et H. En exprimant que l'équation caractéris- 
tique 

PORN CARS: NP UE ER 
a une racine triple, on a les conditions 
B,=1A?,  A,B,=4A?. : 


Si l’on ramène les invariants [ et H à être des polynômes du pre- 
mier et du troisième degré, on trouve donc 


I 
—I—=A,2 Ply 1 pF ee 4, )3 
[=A ,e2-+ Aj, Hi GA MAÉ + À, }$. 


Les deux invariants satisfont à la relation 


qui fait voir que l'intégration se ramène à des quadratures. 
En appliquant à ce nouveau cas particulier le procédé de d’Alem- 
bert, on trouve pour l'intégrale générale la forme suivante (*) 


CP2=2P#P2—0, 


où C est la constante arbitraire, P la ‘fonction linéaire qui répond à 
unique solution linéaire, et P’ la dérivée de cette fonction par rap. 
port à À, où l’on remplace À par la racine triple. 

On voit que l'intégrale se compose de courbes du second degré. 
Pour une valeur convenable de la constante, on pourra généralement 
faire disparaitre le terme en y? de l'équation intégrale, et l’on ob- 
tiendra ainsi une solution particulière rationnelle. C’est cette der- 


(1) SERRET, doc. cit. 
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nière solution qui s’introduit avec la fonction P quand on intègre di- 
rectement l'équation de Jacobi sans avoir recours au procédé de 
d’Alembert. Considérons l'équation 


y(y — a) — const., 


A étant une constante et a une fonction quelconque de x. L’élimina- 
tion de la constante conduit à l'équation différentielle 


ary oo Aa! y 
ta (À+1)y — a? 

que l’on ramène, conformément à la méthode générale, à la forme ré- 

duite 


CHINE haa’ 
(1) dr i+h ~— (A+1)?Y 
par le changement de fonction 
a 
Fes 


Les deux invariants I et H satisfont, pour l'équation précédente, à 


la relation 
Dieu 
(r)= G—2» 


On peut, à cause de la fonction arbitraire a et de la constante A, re- 
garder l'équation (1) comme l’équation réduite de toutes les équa- 


H\’ 
tions de la forme qui nous occupe, pour lesquelles le rapport de (7) 


à I est une constante quelconque. 
Son intégrale générale s’obtient en remplaçant y par sa valeur en Y 


dans y(y — a) = const., ce qui donne 
[((A+1)¥ + a] [((A+1)¥—Aa}= const. 
Si nous appliquons la remarque précédente à l'équation 


dY 
(2) da, 


I (Ap xi +A) 


St uae re Y 


| degré 


J > - Wig . 
n Fo d’ abord la cor 


ee 
ol 


“On Heer a par Ce 


RU TA ph bet 


LA 
€ 
. 


a ‘ it Lie 
d'où 
[ At 


Neon +s gAimit+e 7 Re 


a= 4 6° 
en déterminant la constante d’intégration de façon que 
ap, Moi + A). 


L'intégrale générale de l'équation (2) est done 


ike 


Farm 6A, 


| ; | A? —2 
| AE RAT + 5 D | [-Y¥+gaerit+ ga 2 +35. == const, 
i as ES de sut | 


ae 
Le changement de variable 2, = = donne 


EE Bry AA AE gree ASE APR ae be aah (YS 
tgs tg a |A t eh SES RE] const 


pour l'intégrale générale de l'équation > 


(3) CA, Art 1 (Ae + Ay)* 
| g Ay a Y. 


| 


Nous savons que l’équation (3) peut être considérée comme pro- 
venant d'une infinité d’équations de Jacobi. Choisissons la plus simple 
qui répond (n° 3) aux hypothèses 


i a qi 0) Rizo. 
d’où l’on conclut 


A 
I= n=—A,, LA MENT ee nor 
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On obtient ainsi l'équation 


3 
(4) pit dyi— y: dx) + JA Aya (au = : ta zat) AiO, 


dont l’équation caractéristique admet la racine triple = On passe de 


cette équation à l’équation réduite (3) par le changement de fonction 


L'intégrale générale de l'équation (4) est donc 


2 ae jae I I Toe pee 
(5) lri—ZAi— 3 el = const. [eri Gao Gares De]. 


On constate immédiatement : 1° que le premier facteur égalé à 
zéro donne pour y, la solution linéaire qui répond à la racine triple; 
2° que le second facteur égalé à zéro fournit également une solution 
particulière ; 3° qu’on est conduit au même résultat en prenant - 
pour À l’autre racine — + de l’équation du second degré. 

Si l’on veut avoir l’intégrale générale? d’une équation donnée de 
Jacobi dans le cas d’une racine triple, on déduira cette intégrale de la 
précédente par un changement convenable de la fonction et de la va- 
riable indépendante. On mettra l’équation sous la forme 


6 dy __J+CuT+n)y +PmT HP, 
ES) den LY + UMA? + GX + q 


Cette équation se ramène à la forme réduite (3) par le change- 


ment de fonction 
ME Ue +g 
x 3 


= 


7 
en faisant égale à l’unité la constante désignée par / dans le n° 3. Les 
deux relations qui définissent y, et y en fonction de Y donnent, par 
l'élimination de Y, 
MeV + UE + Qi. 


Telle est la substitution qui permettra de passer de l’équation (4) 
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à l'équation (6) et, par suite, de l'intégrale générale (5) à celle que 
l’on cherche. 


7. Proposons-nous de chercher quelles sont les équations de la 
forme qui nous occupe, dont l'intégrale générale s'obtient en élevant 
à des puissances convenables les facteurs qui correspondent à trois 
solutions particulières, et en égalant le produit à une constante. 

En désignant par a, 6, c, A, B, C‘des fonctions quelconques de x, 
et par a, 8, y des constantes, l'intégrale aura la forme 


(ay — A)*(by — B)P (cy — C)¥= const. 
En divisant par a*bfc, l’équation équivaut à celle-ci 
(y —A)*(¥ — B)8(» —C)Y=D x consl., 


A, B, C, D étant quatre fonctions quelconques de x. L’équation diffé- 
rentielle résultant de l’élimination de la constante est 


PA y'— B’ y= D’ 
< y — A ri y —B sass: y—C LT 0 


On obtient de deux façons une équation où y’ est le quotient d’un 
polynôme du second degré en y par un polynôme du premier degré. 

1° En exprimant que le coefficient de y?y’ est nul, ainsi que celui 
de y*, ce qui donne les conditions 


D — const., a+tB+y=0; 


2° En exprimant que le coefficient du terme en y’ est nul, ainsi que 
celui du terme indépendant de y et y’, ce qui permettra la suppression 
du facteur y. On obtiendra ainsi les deux conditions 


RMS tem pres OF 
PAGE PC Bama es i i SR he 

a 

ou, en intégrant la seconde, | 


D = const. A“ BB Cy, 


La premiere forme ne donne que les équations provenant de léqua- 
tion de Jacobi par un changement de la variable indépendante; la se 
’ sue 
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conde, dont nous nous occuperons un peu plus loin, appartient à une 
classe d’équations différentielles plus générales que l’équation de 
Jacobi. 

Si l’on veut trouver les invariants I et H de l’équation différentielle 
provenant de 


(y —A)% y — B)B( y — C)Y= const., a+B+y=o, 


on sait qu’on peut, sans les altérer, poser y —C = y,, ce qui ne laisse 
dans les équations que les deux fonctions arbitraires A — C et B— C. 
Si l’on pose ensuite y, = (A — C)y;, l’équation prend la forme 


= ()\ 
(Ya—1)* (n-—) yt =const., 


où n’entre plus qu’une fonction arbitraire. On pourra donc se borner 
a chercher les deux invariants de l’équation provenant de 


(y—1)(y—t)\y*= const., 
où ¢ est une fonction quelconque de x et A une constante. On trouve 


_ A+ 2)é—(2h+1) , 
ey. (1+ At)? 


Pier) 


amt : shee Gane 


On peut, en partant de ces expressions, ramener l’équation à la 
forme canonique. On rendra les calculs un peu plus simples en posant 


1—At_ 9 


Tae eee 


ce qui donne 
—1T=(36+A—1)6, —H=(8@+A—1)(6+A+1)(9—A—1)0. 
La formation de l’équation canonique est facile. On obtient ainsi 


a+ AE ye 2 rt) (aaa 
. Tes 9 9 R VX 


où h désigne une constante arbitraire. On voit que les équations en 
question sont des équations de Jacobi. 
La comparaison de cette expression de J avec celle qui a été trouvée 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Avrir 1890. 16 


120 ELLIOT. 
dans le n° 4, formule (1), nous conduit à une relation algébrique inté- 


ressante; on obtient les deux équations 


2 e 2 (A—1)(A+2)(2A+1) __ $A} +A.B;—AiB, 
3 he gl ae 22 +9 hi i? h3 Ay V— 2Ao 


On élimine le rapport arbitraire + en divisant membre à membre le 
1 


cube de la première relation par le carré de la seconde, ce qui fournit 
l'équation 

(?+24-+1)3 ee (4A? — B,} : 
(A—1)?(A+2)?(2A +1)? 3 (¢A} + A,B;— A, B,)? 


Nous obtenons ainsi l’équation qui donne les quotients des diffé- 
rences des racines de l’équation du troisième degré 
A, Bs _ 


43— A, A? + BLA — 3 O, 

dont dépend l'intégration de l'équation de Jacobi. Pour le vérifier, en 
évitant des calculs longs et inutiles, remarquons que, si l’on change 
le signe de l’un des quotients, on obtient, en appelant A,, À,, À, les 


À 


À 
être considérée comme le rapport anharmonique des quatre racines 
Ay, À, Ag, © d’une équation du quatrième degré dans laquelle le coef- 
ficient du premier terme se réduit à zéro. On sait que le rapport 
anharmonique « des quatre racines d’une équation du quatrième degré 
est donné par l’équation du sixième degré 


: ’ : pie. ; : — À 3 
racines de l’équation du troisième degré, l'expression =? qui peut 


t 


(1— @ + a)? ce 


où cet 7 sont les deux invariants de la forme biquadratique correspon- 


dante 
AyLi + hax} dat 6a, x} x} + ha;æ xi + art, 


= 2(a)a,— 4a,a,+ 3a3), 


TONER 
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En faisant 


ha,=1, 6a,——A,, 4a,;—B,, 3@,—=— AB, 
on trouve 
i= 4(4A?—B,), 
J = (A, B3— A, B,+ 243). 


Si l’on remplace ¢ et 7 par ces valeurs, et « par — A, on retombe sur 
l'équation trouvée précédemment. 


8. Si, au lieu de trois fonctions de x, on introduit quatre fonctions 
A, B, C, D, et si l’on désigne par «, B, y, à quatre constantes, l’équa- 
tion 
cele yy Bg Cy — 1) const. 


donne naissance à une équation différentielle où y’ est le quotient 
d’un polynôme du second degré en y par un polynôme du premier 


degré, sous les conditions 
at+tB+y+d=0, 


à aA + BB +7yC+0D—o. 
Si l’on fait le changement de fonction 


Y=(A—-D)r+ D, 


ese ; | + (BD OUEN 
l'équation ne dépend plus que des deux rapports +; {=> liés 


“par la relation 


B—D — 
pr + 


D 
DD 
c’est-à-dire d’une seule fonction de x. Les invariants I et H étant indé- 
pendants du changement de fonction qui a été fait, on peut se borner 
à les calculer en partant de l’équation 


(y—1)(y— ty +kÆht)y **"= const., 


ou # et À sont des constantes et ¢ une fonction quelconque de x. On 
obtient ainsi une classe d'équations différentielles qui se déduisent les 
unes des autres par un changement de la variable indépendante. On 
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peut les définir en les ramenant à la forme canonique. Mais nous allons 
chercher à former celles de ces équations dont quatre solutions parti- 
culières sont des fonctions linéaires, ce qui nous donnera une généra- 


lisation de l’équation de Jacobi. 
En éliminant la constante de l’équation (1), on obtient l'équation 


DL Au ee 
Sy+T 


2 


en posant 
P=—Z2a(B+C+D)\, 

Q= Za(BC+ BD + CD)A’, 

R——Z%«BCDA/, 

S= (2a(BC-+ BD CD), 

T=— XaBCD, 


où le signe X se rapporte à quatre termes se déduisant, par permuta- 
tion, du premier qui est seul écrit. Les expressions de ces coefficients 
donnent lieu aux remarques suivantes : 

A, B, C, D étant supposées des fonctions linéaires de #, S est un 
polynôme du second degré, et P en est la demi-dérivée. 

Complétons, en effet, les parenthèses qui figurent dans S, de façon : 
à y introduire la somme des produits deux à deux des quantités A, B, 
C, D. Le résultat obtenu est nul, en vertu de la relation Sx — 0. On a 
donc 

S—— YaA(B+C+D). 

Si l’on introduit la somme A + B+ C + D dans tous ces termes, en 

tenant compte de la relation £xA = 0, on voit que 


SE xA?, 
On voit de la même façon que 


P—ZaAA ou PES 


Q est un polynôme du second degré, T un polynôme du troisième 
degré dont les premiers coefficients sont les mêmes; car, si l’on dé- 
signe par a, 6, ... le coefficient de x dans A, B, ..., le premier terme 
de Q a pour coefficient 


Xa(abe + abd + acd), 


ne 


D 
Qt 
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qui est égal, d’après la relation Sx — 0, à 
— Labed, 


c'est-à-dire au coefficient de a dans T. | 

Enfin R est un polynôme du second degré, le coefficient de x* étant 
nul d’après la relation La = o. 

Il en résulte que l’équation différentielle aura la forme 


) y= (mxz—m)y¥?+ (RL + me2+N)y + par? + pi +p. 
(ML? — 2M, + Mi)Y + NL + + qi + ’ 


b 


mais les constantes m, m,, m,, N, 24, Ny, P, Pis Por Js Gio Q» doivent 
satisfaire à d’autres conditions qu'il serait moins facile de trouver par 
la comparaison des deux équations différentielles. 

On aura de nouvelles relations en exprimant que l’équation (2) 
admet des intégrales particulières linéaires. Exprimons que y =ax +0 
est une solution. On obtient les relations 


— M — mab + (qz— n)a— nob — pz —0, 
m,a@* —mb? +(q,—n)a —n,b— p, =o, 


m,ab+m,b?+ qa —nb —p =o. 


En regardant a et b comme les coordonnées d’un point, ces trois équa- 
tions représentent trois coniques qui n’ont pas, en général, de point 
commun. L’équation différentielle admettra quatre solutions linéaires 
si l’on exprime que les trois coniques ont quatre points communs, 
c’est-à-dire, comme on le vérifie facilement, si 


| pm + Pi Nu + PaM3 = 0, 
(3) nM + Na M + RM = O, 


qm + Qi Ms + Jom, = NM + Pa Mas 


Les conditions (3) sont nécessaires. Pour établir qu'elles sont suffi- 
santes, remarquons que l’équation (2) peut se mettre sous la forme 


— Lady +M dx + N(x dy — y dx) =, 
où l'on a 
EL = 2704 2y — my — Ga — M12 — 4; 
M=m,y?—ncry — pal? — Pit NY —P) 
N=—=n,2x+maxy. 
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Elle appartient donc à une classe d'équations, pour lesquelles M. Dar- 
boux (') a montré qu’on peut former l'intégrale générale quand on 
connaît un nombre suffisant d’intégrales particulières algébriques. Les 
polynômes L, M, N étant du second degré, il semble qu’il soit néces- 
saire d’avoir cinq intégrales particulières; mais on reconnait facile- 
ment que, dans le cas actuel, les quatre solutions linéaires dont on a 
exprimé l'existence suffisent pour obtenir l'intégrale générale. 

Si l’on désigne, en effet, par Pa + Qy + Rs la fonction linéaire ho- 
mogene qui, égalée a zéro, donne une des quatre intégrales linéaires, 
on sait que, pour des valeurs convenables des constantes À, 4, v, on 
doit avoir l'identité 


(4) LP+MQ+NR=(Pz+Qy+Rz)(Axz +uy+vs), 


où les polynômes L, M, N ont été rendus homogènes. 
Si l’on identifie les coefficients de y*, on trouve la relation 4 = m,. 
La méthode de M. Darboux consiste, en élevant les facteurs 


P,x+Q;7y + R;z, rs 


qui répondent aux intégrales particulières, à des puissances convena- 
bles »,, ..., à former une fonction wu homogène et de degré zéro qui sa- 
tisfasse identiquement à 


du [du dur, 


x 


On sait que les exposants 9,, 9,, ... doivent satisfaire à la condition 
Yo = o et annuler identiquement 


Xp(Ac+py +s), 


en sorte que les quatre valeurs de p devraient satisfaire à quatre équa- 
tions linéaires et homogenes, ce qui ne permettrait pas de déterminer 
leurs rapports; mais nous avons remarqué que, pour les quatre solu- 
tions linéaires, la constante p a une valeur unique m,. La condition 
qui exprime que le coefficient de y est nul dans la somme 


2p(ha+ py +s) 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXXVI. 


ae 
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se confond ainsi avec la relation Lp = 0, et l’on n’a que trois équations 
homogènes et linéaires qui déterminent les rapports des quatre eXpo- 
sants p. 

En résumé, pour avoir l'intégrale générale, on calculera les coeffi- 
cients des solutions linéaires y = ax + b. La constante a satisfait à une 
équation du quatrième degré, que l’on peut former en fonction des 
coefficients de l’équation donnée. La constante 6 est alors connue par 
une équation du premier degré. Soient a,, b,,..., a,, b, les quatre sys- 
tèmes de solutions. Il faut déterminer les exposants p,, ..., 04. 

Si, dans les deux membres de l’identité (4), on égale les coefficients 
de xy et de ys, on obtient 


Pm,— Q(n,+A)+Rm =o, 
Pm,+Q(n +v)+Rm,=o. 


LE R 
En remplacant 0 par —a et 0 par — b, on aura 
À—=— n,— m,a— mb, 
y=—n+m,a+m,b. 


Les relations qui expriment que Lo(Aw + wy + vs) est nulle identi- 
quement se réduisent donc a 


dp == 05 m,Xpa+miob=o, mZoa + m Èpb—o. 


Supposons que 72, — mm, soit différent de zéro, les trois équations 
homogènes qui déterminent les rapports des quatre exposants p sont 


alors ; 
2p =0, pa = 6, ob = 0. 


Lorsque m; — mm, = 0, les trois coniques ont une direction asym- 
ptotique commune et ne se coupent plus qu’en trois points, a distance 
finie. L’équation différentielle n’admet alors que trois intégrales parti- 
culières linéaires. On vérifie sans difficulté, en ayant égard aux rela- 
tions (3), que tous les coefficients de l'équation différentielle sont 
divisibles par mx — m,, et qu’on tombe ainsi sur une équation ordi- 


naire de Jacobi. 


S~ 20 © oi 


= 
qe 


Sen CAR a 2 un ; 


» 


AS ae 


ea 


qu’on peut mettre sous la forme 


on obtient 


A— 71) (B,— ¥1)8 (C, — 71) yf = const. 


avec les conditions à 


at+B+y+d=0, aA,+6B,+y7C,=0. 


Si l’on suppose que A,, B,, C, sont des fonctions linéaires de a, l’é- 
quation différentielle résultant de l’élimination de la constante est un 
cas particulier de l’équation de Jacobi généralisée. Elle admet la solu- 
tion particulière y = o. Les trois constantes p, p,, p, sont nulles, et 
les trois coniques dont les points communs fournissent les solutions 
linéaires passent toutes par l’origine des coordonnées. 


9. On peut intégrer quelques équations de la forme que nous étu- 


dions par la remarque suivante, qui n’est qu’une modification d’une 
ae eh indiquée par M. Appell (Journal de Mathematiques, t. V, 
». 377; 1889). Considérons l’équation 


(1) | dy __aÿ+by+e 
4h, LAN oe Hi 


où a, b, c sont des constantes, A et B des polynômes en x dont le degré 
est au plus égal à 2. Cette équation est intégrable, puisque, si l’on con- 


A 


SUR UNE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ET L EQUATION DE JACOBI. 129 


sidere æ comme la fonction, elle est une équation de Riccati. L’inté- 
gration se ramène a des quadratures, lorsque A et B sont du premier 
degré. 

Les deux invariants de l’équation (1) sont 


, 


aB?— bAB+ cA? 
ase qe 


(3) 1 22B— A + BA'— AB’ 


- > H= 
A2 m! z dx 


2 


A A 
ainsi le cas d’intégrabilité qu’a signalé M. Appell. 
Supposons que les polynômes A et B soient du premier degré et 
mettons en évidence leurs coefficients 


PSE * B \’ I 
Ils se réduisent, pour a= 0, b=0,c =1, 2 — (5) et — et donnent 


A=4,2+ a4), B = b,x + b; 


ey a 
; + 7 dx : = a 
l’exponentielle e” 4 devient (a,x + a, )". Posons — =a. Supposons 
di 


24, — 0,4, different de zero, et multiplions I par a%*, H par a, ce 
qui revient, comme on sait, à multiplier la fonction par une constante; 


f 


on aura 


(2ab,— b)x+(2¢+1)b, HS a(b,2 + bo)? — bx (b,2+b,)+ ca, x? 
— 5) 9 


LE+?2 FR æ24+3 


1 


Cherchons a identifier ces expressions avec les suivantes 


Bo2?-+B,x +B, 


gists 


: Aye + Ao 
eee 


I > = 
où A,, A,, Bo, B,, B, sont des constantes quelconques. On obtient ainsi 
cing équations contenant les cing indéterminées a,, 6,, b,, b, c; mais 
on reconnaît aisément que le système est, en général, impossible et 
que les coefficients doivent satisfaire aux deux relations 


3 a? = (2e +1) B;, 
( ) * 5 | AoA, = (20 +1)B:. 


Si on les suppose vérifiées, l'identification peut être faite d’une infi- 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — AvyriL 1890. ne 


: “nite de façons, les cin 
lations | 


On pourra prendre, par exemple, 


Ay 


> bisa, sees 
2a+1 


pS 


on ramène ainsi à l’équation linéaire 


(4) 


l'équation =~ | 
: aY <A,cx+A, BB, +B;r +B, 
(5) He D D EST 


avec les conditions (3), au moyen de la substitution 


. : J 2 ‘ : Pes AS à L a 7 | 4 
pe Eat et ea eat | À 


L’équation en Y admet deux intégrales particulières d’une forme 


er simple répondant aux deux solutions données par l'équation | 
ae : 
0 É , ay?— A7 + B,=0, . 
a | | 
qui sont évidentes pour l'équation (4). x Le A \ 
; Ces équations comprennent comme cas particulier, pour «= 1, | 


l'équation de Jacobi. Faisons dans l'équation (5), avec x =1, æ = —; 
: rs 
elle devient 


, 10 Fr (B,2 TB; + Bs; ‘ x 
de a nes i ry rape 


Les relations (3) deviennent 


( Aj =9B,, 


6 | 
(6) PASS Bis 


% 
On obtient done (n° 4) l'équation provenant de la réduction d'une 
équation de Jacobi avec l'hypothèse particulière B, = 0. On revient au 
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cas general par un changement linéaire de la variable indépendante. 
Appelons, en effet, «, la racine de l’équation A,æ, + A,=0, a, et a, 
les racines de B,x? + B,x, + B,— 0, et, désignant par «, une con- 
stante quelconque, faisons le changement de variable x, = x! — ag. 
Le polynôme A,x, + A, se transforme en A’, + A", le polynôme 
(B,%, + B,x,+B,)a, en un polynôme complet du troisième degré 
B,æ; + Ba? + B,a,+B,. On a évidemment A —A,,B —B,, en 


sorte que les nouveaux coefficients vérifient la première des rela- 
tions (6) 


Remplaçons la seconde des relations (6) par celle que l’on obtient 
en les divisant membre à membre 


VEN 


A, By 


Elle se traduit par la relation suivante entre les racines 


Op (hs == 3 Co» 


qui peut s’écrire 
a+ (Oy + Og) + (e+ 23) = 3 (9+ a5), 


c’est-à-dire 
A+ + Ay 3a). 


Elle revient ainsi a la relation 


Les nouveaux coefficients vérifient donc bien les deux relations qui 
caractérisent l’équation de Jacobi. 
Le cas où 24 + 1 — o donne, pour b,, une valeur impossible. Il est 
facile de le traiter directement; mais il ne présente rien d’intéressant. 
Reprendns les valeurs (2) et supposons a = 0, le polynôme A se ré- 
duisant à uñe constante a). En multipliant | par a, et H par a;, on voit 
qu'on ramène à une équation de Riccati l’équation dont les invariants 


sont ' 
EN ET 


D à, (on wee + 
Anh Ro 
l'on cherche identifier ve es pm si 


où Ay, Ay, B,, By, B, sont des y Ars quelconques, or 


ment que les coefficients doivent vérifier la relation 


(7) A tanita BAT+ (Bio, j 


AB: 


aay Va bo—— tA, tah ah, be BAe 
2De 


on peut supposer, par exemple, 


À AB; 
ali, b= 0, c=B, b= oB, > 
L’équation 
B,2?+ B,z+B, 
Ne aal 3 


sn “ 


où les coefficients vérifient la relation Crise réduit ainsi à l’équation 
de Riccati 


par la substitution 
DEL TA 


A cause de la relation (7), Péquation (8) admet comme intégrale 
particulière un polynôme du second degré 


© A, A+ 2B A.B ? 
Fri ce À Eee jo a ata Sat 7 Er one 
Y——{1A,x = FA SH 
mais cette intégrale répond à la solution particulière y = — i 


l'équation de Riccati, et ne peut servir pour en ramener esata à 
des quadratures, 


ee 
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La relation (7) est vérifiée pour B, = B, =o. Les deux invariants se 
réduisent a 
I=A,z + Ag, H= By. 


On tombe ainsi sur un cas d’intégrabilité qui est connu. 

Revenons encore aux expressions (2) des invariants, en supposant 
que le polynôme A se réduit à a,a, et que la constante a est nulle. Le 
polynôme B étant du second degré et égal à b, a? + b,x + bg, les inva- 
riants seront 


_ —b2?—bxa+ by 
> 


= p— = Vb:2" + (ca — bbi)æ — bby 


Là ps: 


Si l’on cherche à les identifier avec les expressions 


A,æ+A,x+A, pr Pre + Biz + Bo 
Ps 2207 him 0) — 5 . 
(60 ZT? 


= 


on trouve que les coefficients doivent vérifier les deux relations 
(9) A, A,— Bo— 0, AV Ag b> —0. 


On pourra faire alors l’identification d’une infinité de manières, en 
prenant | 


D À}, b= Ad; DA; ca,+ b,A,= By. 
Les relations (9) sont vérifiées en particulier si l’on prend 
A, — Bi B= oO. 


On saura donc intégrer, en la ramenant a une équation de Riccati, 
l'équation 
dY AR, 


ape + À, + 


x? 
ou, en faisant le changement de variable x = e*:, l'équation 


dY SD 
dz, + A,e%+ Ajye“™= + ? 


où les constantes A,, A,, B, sont quelconques. 
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On réduit le polynôme B au premier degré en supposant 6, = o et, 
par suite, A,— 0. La seconde relation (9) donne alors B,= 0. On 
intégrera donc, au moyen de quadratures, les équations où les inva- 
riants ont la forme 


EE A;tz+A 
MEINE Oo 


_ Bra + A,Apo 
Se a we 


I ) H 


ou, si l’on effectue un changement de la variable indépendante, les 
équations où l’on aura 


AIME 9. on A ‘ 
PAT + Aid H= Bie + At 


A,, Ay, B, étant des constantes quelconques et 9 une fonction de x. 


LD DURS, he 


NOTE 


CONCERNANT 


L'INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 


Par M. S. ZAREMBA. 


SSS 


1. Je me propose de faire voir dans cette Note que la détermination 
de l'intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles de la 
forme 


Oz Oz 


J? z 
: +olety)( +) bole ty)e=o, 


cu dw Oy 


9, et 9, étant deux fonctions quelconques de x + y, peut être ramenée 
à l'intégration d’une équation différentielle ordinaire, linéaire, du se- 
cond ordre et à des quadratures; j’appliquerai ensuite les résultats ob- 
tenus aun probleme élégant indiqué par M. Darboux dans le cours de 
l’une de ses Leçons professées à la Sorbonne. 


2. Regardons x et y comme les coordonnées rectangulaires d’un 
point dans le plan et soit (C) une courbe en chaque point de laquelle 
la valeur de z et celle de l’une de ses dérivées premières est donnée; 
désignons, en outre, par u (x, y,æ&,, y.) une fonction convenablement 
déterminée de x, y, æ,, Yo, mais indépendante, tant de la forme de la 
courbe (C) que des valeurs de z et de ses dérivées sur cette courbe. 
On aura alors, pour la valeur de = en un point quelconque, x, Yo, 
l'expression suivante en fonction des données, due à Riemann ( Werke, 
p. 161), et que j'écris sous la forme qui lui a été donnée par 


M. Darboux ( Cours de cancel t. I, 


. “(70 = es wh = ex 


e7 Lu 


=f “fe AG Sieh) te [owen l(a 


a 


où ren doit être effectuée nier la portion de la ce (C), “Pe 


interceptée par les droites æ = x, et y = ÿo- 

Voici comment on peut déduire de I’ équation (2) la valeur de u, en 
tirant parti de ce que cette relation doit avoir lieu, quelle que soit la 
courbe (C), pour une intégrale quelconque de l’équation (1). Intro-. — 
duisons dans la formule io de nouvelles variables, définies = 
par les eqpsaots ee 

2c=k+n, ay=E—n, 2%=o+m,  2¥o=bo— Moi ae 
réduisons la courbe (C) à la droite £ = const., et prenons pour s une 
pos particulière de r équation (1) de Ja forme 


s= O(n) (Eo), 


où l’on peut poser, comme on s'en assure sans aucune peine, 


®=cosp(m—n), YVo=Cd,(&)+ Cobo ( Eo), 


les lettres p, n, C, et C, désignant i ici des constantes arbitraires; Ÿ, et 
%,, un système de solutions Fontan te de l’équation différentielle 


(2) UW + 291(E0) Y + [92 (Eo) + WY = 0. 
L’équation (2) devient, en faisant C, = },(&) et C,= — ,(8), et 
en remarquant que = et faa seront nuls alors sur la droite £ = const., 
[Ys Eu) (ED — Ya Eo) $a(€)] cos pe — 0) 
== 5 f ul¥ te) — Ys $s ©] cosp(no— n) dre; 
Mc : 


2 J d'où, en divisant par [Y,(2)¥.(2) — 4, (4). (&)], en ayant égard au 
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théorème de Fourier-et en supposant n compris entre 7, et ne, 


hp ur? [77 Yolo) $a(E) — Ho Eo) HCE) 
se EL HOMO O RE elm de 


Cette expression de wa déja été citée par Riemann (Werke, p. 162), 
a l’occasion d’une équation qui se déduit de l’équation (1), en y po- 
sant ©, — 0; mais l'illustre géomètre n’en communique point la dé- 
duction, en négligeant même de faire observer que la région de vali- 
dité de la fe (4) est déterminée par l'inégalité 


(5) (2 — 2) (¥ — Yo) >, 


l'intégrale devant être prise avec le signe commun de x — x, et y— yy. 
On peut pourtant, malgré cette restriction, substituer la valeur (4) de 
u dans la formule (2) et arriver de la sorte à une expression de l’inté- 
grale générale de l'équation (1), pourvu que l’on ait eu soin de choisir 
la courbe (C) de manière qu’elle intercepte sur les axes des segments 
de mêmes signes. En effet, on sait d’ailleurs que la courbe (C) ne doit 
pas avoir plus d’un seul point d’intersection avec toute droite paral- 
lèle à l’un des axes; il est donc aisé de voir que, cette courbe étant 
choisie comme il vient d’être dit, les valeurs de & n’interviendront dans 
la formule (2) que pour des valeurs de ses arguments qui satisferont à 
l'inégalité (5). 

On voit, par conséquent, que la réduction annoncée du problème de 
l'intégration d’une équation de la forme (1) est réellement effectuée. 


3. Je passe maintenant au problème indiqué par M. Darboux. Ce 
problème consiste à mettre l'élément linéaire tracé sur une surface 
développable sous la forme 


(6) ds? = à du? + ~ do, 


o étant une fonction de w et de v. 
Considérons un élément linéaire tracé sur une surface appartenant a 
une famille de surfaces applicables quelconques 


(7) ds*= E dx? + 2F dx dy + G dy?. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIL. — Mar 1890. 18 


Il est aisé de conclure des propriétés 
M. Beltrami 


20) ,F 29 99 09 


dv Or 

EG — F? | 

p 20 Of | oe ab db 2 _ 00 do 
A(6, D) = re oy dx Oy dy dx Ox dx [TRS 
EG — F° 
F ae ) (E08 F wi 


A(O) == oe 


H oy 


où l’on a posé 
l H?= EG — F?, 


que les fonctions w et ¢ de x et y, par l’introduction desquelles l’ex- 


pression (7) de ds? peut être ramenée à la forme (6), devront satis- — 2 


faire chacune à une équation qui peut être écrite ainsi : 
(8) i _ A(p, Ag) = Ag Arg. 


D’ailleurs, l’une de ces fonctions, u par exemple, étant déterminée par 
lintégration de cette équation, la valeur correspondante de la seconde 
d’entre elles s’en déduira en intégrant une différentielle totale. On ob- 
tiendra enfin « au moyen de la boladibn 


A7 


I 

a 

Appliquons ceci au cas des surfaces développables; on pourra poser 
ds? = dx? + dy?, 


et Péquation (8) deviendra 4 


. Pel (dg do , 99 de do do [/do do LR 
Er, AA (a) | + 2x oy drdy * oy? hehe (52) | ree 


C'est donc à Vintégration de cette équation que revient le problème 
qui nous occupe. 


4. Appliquons à l'équation considérée la transformation de Le- 
gendre. Nous devrons poser, en employant la notation de Monge pour 
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les dérivées de + par rapport à x et à y, 


U=g(x,y)—z2p— y, 
ce qui donne 


err eg “OU 
op tae as rm ahi 
QU t dU is a? U r 


2 


i eS peg ris dg! ris 
Par conséquent, l’intégration de l’équation (9) se réduit à celle de la 
suivante : 


QU 


Ry PS a AU 2 2 ou 
(10) ag? (p= g*) CR on à =p) 


Op? nc 


oO. 


Inutile, d’ailleurs, de se préoccuper du cas où cette transformation 
deviendrait illusoire, parce que les valeurs correspondantes de wu et 
de ven fonction de x et de y sont simplement des fonctions linéaires 
de ces variables. 

Introduisons dans l'équation (10) de nouvelles variables indépen- 
dantes s, et s,, telles que le seul terme du second ordre de la transfor- 


du | 


OS, 05 
nant l'expression 


mée soit On obtiendra s, et s, en fonction de p et de g en rame- 


da? = (p?— q°) dp? + 4pq dp dq + (q°— p*) dq 


a la forme 
do? == À ds, ds. 


On reconnait aisément que l’on peut poser 


P 
ae 

6 P 
| sa flog( p?+ 9’) = BRClARs = 


| S,= 4 log( p* + g?) + arctang 


(11) 


Observons, afin d’opérer rapidement le changement de variables en 
question, que l’équation (ro) est la condition pour que la variation de 
l'intégrale 


QU p—q OU pet (Se Pp +q p—q wd d 
‘ = est = UE 
Ga) NG. Pag op pre) \g p+g p+gop) "7 


140 S. ZAREMBA. 


étendue à une aire quelconque, ne dépende que des valeurs de la va- 
riation de U à la limite de cette aire. 
Il vient, en transformant l’intégrale (12), 


a OU OU ew 
Lars [tee pre +53) ds, dss. 


La transformée de (10) sera, par conséquent, l'équation suivante, 
qui rentre dans le type (1), 


: , ou UU _ 
(3 ) Os, OS, OS, OSs FRA 


5. L'intégrale générale de cette équation peut être aisément expri- 
mée au moyen de la formule (2). En effet, on peut déterminer la fonc- 
tion uw, qui figurera ici dans cette formule, soit en calculant directe- 
ment l'intégrale appropriée de l'équation adjointe à l'équation (13), 
chose facile dans l'exemple considéré, soit en regardant, ainsi que le 
fait Riemann dans un cas analogue ( Werke, p. 163), l'équation (13) 
comme un cas-limite de l'équation que M. Darboux désigne par 
E($,8) [Cours de Géométrie, t. I, p. 54], soit enfin en appliquant la 
formule (4). C’est cette dernière méthode que je vais suivre. 

On trouve sans la moindre peine, en posant 


28 —6 +"; 25a—E— NN, asi E Lo, as E = Te, 
= s a a 
ee greet Be“ Vis SEE (En Er — Bt 
acs lm = COS (no — n) dp 
9 Vi — nes 
0 aN ye 
ou bien 
I 4(&)—&) 
(14) “sz —e I, 
T 


où l’on a posé 


+a —— 
I (& = 8) ~i—pr team Che pe s aes 
(15) t=af (e Vs—t br 0 Wa ARS as 
Le VESTE 


Je ferai voir que I est une fonction transcendante entière dont je 
donnerai le développement, et J'arriverai ainsi à une expression de u 
valable pour des valeurs absolument quelconques de ses arguments. 

oY 
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Revenons, en effet, aux variables s, et s,; posons, pour abréger l’écri- 
ture, 


h= Vip +ip bavi —ip, 


et remplacons le cosinus par des exponentielles imaginaires. Il viendra 


AS 2 
1 “ [ Ar s+ (ss) to oo t= si) (502) la 
ee 5. 


rs) t+ (ssa) te, _ - (50) ~ s,) 2, = (5 — s)4] dy. 


l= 


D | = 


‘ 


+ 


1 2 : 
4 { 
> 


Introduisons dans cette intégrale, au lieu de p., la nouvelle variable 
Ftp it p?, 


et observons à cet effet que l’on n’est pas forcé de faire parcourir à wu, 
dans l'intégrale (15), exclusivement des valeurs réelles. On peut, au 
contraire, malgré la racine V+ — pw? qui y figure, suivre un chemin 
d'intégration quelconque, à cette restriction près que, à l'infini, la 
partie imaginaire de x tende vers zéro. | 

Choisissons un chemin d'intégration tel que la détermination de x, 
qui pour & = — est égale à (— +), devienne, sans s’annuler pour 
uw == + 0, égale à (+ +). Il viendra 


pe 50 ei 
. he i] 2 ** _(s,—#2)t 12 A (s—st)T 
L LT a AT a 
= e == 


— © 


se = 50 = o 
fs aa ra (Se (ar) de. 


On peut développer I en une série de la forme 


46) 253 1, 


u=0 
en posant 
. + 0 
temic Re CEE 8)? as 
n — qin) ch+l 


PET = ! cert 


. + + ca 
: eo f [ert 1) (a nneïturst)e] S 
et æ 
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On trouve, en intégrant par parties, 


(is) (ns), 


(17) [,= ion node 


Tout est donc réduit au calcul de I,. Il vient 


+ © 
(18) bas | [sinz(ss— sy’) + sint(s,—s;)]—- =e, 


v—o 


suivant le signe commun de s, — s‘” et de s, — 5°. 


Les équations (14), (16), (17) et (18) donnent, par conséquent, 


[+] 
az ter sa) (=) (se sy”)? 
aor am (n!)?. 4” 


n—=0 


> 


expression jouissant évidemment des propriétés annoncées. 

La formule (2) permettant, d'après cela, d'exprimer l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (13), l'équation (9) doit être considérée comme 
_intégrée. Le problème indiqué par M. Darboux est donc résolu. 


SUR LES 


FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 


QUADRUPLEMENT PÉRIODIQUES 


DE TROISIÈME ESPÈCE, 


EXO AR APPEL 


1. En suivant la classification employée par M. Hermite pour les 
fonctions doublement périodiques d’une variable, nous appellerons 
fonction quadruplement périodique de troisième espèce une fonction uni- 
forme de deux variables 2 et y qui se reproduit, multipliée par une 
exponentielle linéaire en x et y, quand on augmente les variables de 
chacune des quatre paires de périodes. Nous supposons essentiellement 
-que l’on ne puisse pas, en multipliant cette fonction par une expo- 


nentielle de la forme 
eAx?+2Bxy+Cy?+2Dzx — 2E7, 


la ramener à être quadruplement périodique de première ou de se- 
conde espèce, c’est-à-dire à se reproduire multipliée par l'unité ou par 
une constante quelconque, quand on ajoute aux variables chacune des 
quatre paires de périodes. 


On sait, d’après un théorème énoncé par Riemann et confirmé par 
M. Weierstrass ('), qu'une fonction quadruplement périodique de 


(1) MM. Picard et Poincaré ont démontré cethéorème par des considérations emprun- 
tées à la théorie des intégrales abéliennes (Comptes rendus des séances de l’Académie 
des Sciences, 3 décembre 1883). J'ai indiqué depuis (Comptes rendus, 27 janvier 1890), 
pour démontrer ce méme théoreme, une méthode plus directe, qui a de nombreux points 
communs avec celle que j’emploie dans le présent travail. 
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deux variables, de première espèce, qui n’a pas de singularités essen- 
tielles à distance finie, peut toujours être ramenée à avoir pour paires 
de périodes les quantités 


(2mé,0), (o,2ni), (x,B), (2', 8°), 


vérifiant la relation 

Gea 
Si la fonction admet des singularités essentielles, les paires de périodes 
(x, 3) et (#’, 8”) sont entièrement arbitraires. M. Picard a donné des 
exemples de fonctions de ce genre ('). 

A cet égard, il y a, entre les fonctions quadruplement périodiques 
de deux variables de premiere et de deuxième espèce d’une part, et de 
troisième espèce d’autre part, cette différence remarquable que, même 
si une fonction de troisième espèce admet des singularités essentielles, 
on peut toujours ramener ses périodes à être 


(are oO),  (oarit (aeb de O(a» 


avec la relation de Riemann, 


Sosa 


Le présent travail est principalement consacré a la démonstration de 
ce théorème, que je me suis borné à énoncer dans une Note présentée 
à l'Académie des Sciences le 25 mars 1889. Il contient, en outre, quel- 
ques exemples généraux de fonctions ou expressions de deux variables 
quadruplement périodiques de troisième espèce. 


2. Etant donnée une fonction quadruplement périodique de troi- 
sième espèce, on peut toujours, par un changement linéaire de varia- 
bles, ramener les quatre paires de périodes à avoir la forme 


(27,0), (o,2mi), (a, 8), (a'B"). 


Soit alors F(a, y) une fonction quadruplement périodique de troi- 


(1) Comptes rendus, 1° semestre 1889: Bulletin de la Société mathématique, t. XVII, 
Pp. 131; 1889. 


= 


à. 


Pt 
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sième espèce admettant ces quatre paires de périodes, on aura d’abord 


(1) — ( F(e@+ani y)=erearer F(a, y), 
| F(x, y+ ant) =erletay+r Ba, y), 


! Ao 2G . 
P; 9; 7, p', 7, r désignant des constantes: puis on aura deux autres 
relations de la même forme pour les deux autres paires de périodes. En 


ajoutant 2x1 à y dans la première de ces relations (1) et tenant compte 
de la seconde, on a 


F(x+ani, y + ani) —=etr+r)2+(a+al)y+r+r ami f(x, L2E 


ajoutant de même 274 à æ dans la seconde des relations (1) et tenant 
compte de la première, on trouve une nouvelle expression de 


F(x+2mi, y+270) 
qui, par comparaison avec la précédente, donne 
e21Ti— CDI D qg+n, 
n désignant un entier. Soit (x, y) une exponentielle de la forme 


O(a, y) = eAvt+2Bry+Cy2+ 2Dx42By 


on pourra, par des équations du premier degré, déterminer les con- 
stantes A, B, C, D, E, de telle façon que 


Ol PAT, Vera) (x, y), 


PT, YH+ATI) = ca) ole, y), 


comme on le vérifie immédiatement. Si l’on pose alors 


O(z, y)=vp(x,y)F(2, y), 
en tenant compte de la relation 
p=g+n, 
on voit que cette fonction ® vérifiera les deux relations 


, (2-271, y) Par), 
| D(xz,y +ani)—e"* O(z, y); 
Ann. de UV Ee. Normale. 3° Série. Tome VIT. — Mar 1890. ÿ 19 


(2) 


7 a, b,, c, a’, be ju des RE | 
Si, dans la première des relations (3), on change xen 


trouve 


giant — 3 (a entier); 
si ensuite on change y en y + 2rien tenant compte de la relation 


oe oy Ae eels Seer O(a yy 


on trouve que l’on doit avoir | 
e260, Ti — ere, 
d’où | 
2bti=na+abri (b entier). 


La eerie des relations (3) montre de même que a’ est entier et 


que l’on a 
20,ri=na + 2b'ri, 


b' étant un entier. Les relations (3) s’écrivent donc 


. . 


etl BE 


“O(a, Y)s 
“@(2, y) = 


oun, a, b, a’, b’ sont des nombres entiers. Nous supposons essentielle- 
ment que ces cing nombres entiers ne sont pas tous nuls; car, s'ils 
étaient nuls, la fonction ® serait quadruplement périodique de pre- 
mière ou de seconde espèce, ce qui est contraire à l'hypothèse que 
nous avons faite au commencement. Nous déduirons alors de ces rela- 
tions (4) une relation entre les périodes d’une-importance capitale. 
Pour cela, dans la première de ces relations, changeons a et yen æ+ 
et y + 8’, puis tenons compte de la deuxième; nous trouvons, pour le 
rapport | 

(5) B(z+ata,y+6+6$) 

D(x, y) 


D(z+a, y+B)— 
(4) am 
aut by + pire 
e - 


Dix + x', y + 51) — 


. 


SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES QUADRUPLEMENT PÉRIODIQUES, ETC. 147 
la valeur 


L 1 n 1 * à ' (2 n LU 
A )a+(b+b Wea (G+w)ytetre+ad+ 56 Mr af 


De même, en changeant dans la seconde des relations (4) x et y 
en æ +a ety + 8, puis tenant compte de la première, on trouve pour 


le rapport (5) une nouvelle expression qui, comparée à la précédente, 
donne 


/ l l pis Ps oi i LUS lr aan 
(6) aa OBI af ala + b 6 + —— Ba + 2Nin, 
N désignant un entier. 

Cette relation permet de montrer que l’on peut toujours, par une 
transformation d’un degré convenable, ramener les quatre paires de 
périodes à être 

(271, 0), (0,2n¢), (A,B), (A’, B’), 
avec la condition 


A D. 


3. Pour cela, nous distinguerons deux cas, suivant que l’entier x 
est nul ou non. 


Premier cas : n= 0. — Les nombres entiers a, b, a’, b’ ne sont pas 
nuls tous les quatre, mais il pourrait arriver que leur déterminant fut 
nul. 


Supposons d’abord le déterminant 
D ab oa 
différent de zéro. Les relations (4) étant actuellement 


D(x =o, y+ B ) — ester tre Ca, y) 
O(r al, y+ Bl) = erlerely+e O(a, y), 


on en conclut 


O(a +a'a—aa', yap <a!) —=e dr O(a, y), 


ee @ (x — bla + bal, y — VB + bB') =e? O(a, y), 


e et e désignant des constantes. 


pois is nant 
(ani, 0), ‘ 


A =ba' — b' a, 
N=ad'a — aa! 2Nint, ‘Bis ep 


Ces nouvelles périodes sont distinctes comme les périodes | primi- “ 
_tives, puisque à est Cire de zéro; la PRE ® vérifie alors les re- 
lations =~ 


4 Ar) ‘ =d(x, iN 
D(x, y + 2Tt) = = (x, y); 
D(r+A, y+B) =e O(a, y), 
O(2+A’, y +B')—=eËr+ D(x, y), 


et la relation (6), où l’on fait zm =o, donne 


i Bear 
+0 Supposons maintenant ¢ = o. Nous allons voir que, dans ce cas, il 
Fo tm y a réduction, et que la fonction ® peut être ramenée à une fonction 


de deux variables doublement périodique de troisieme espece par 

ones | rapport à l’une des variables, l’autre étant regardée comme une con- 

fl stante. En effet, les quatre nombres a, b, a’, east pas nuls tous 
gee supposons a’ différent de zéro. La relation 


ie Se 


ab! — ba'=o 


. montre que, si 0’ est nul, b l’est aussi. Dans ce cas particulier, la rela- oa 
tion (6) | : 
au + bp'=a'a+b'B+2Nri 
donne 
| ac’=a'a+ta2Nri. 


La fonction ® admettrait alors les deux groupes de périodes 


Deiat 


a'a—au'+2Nri, a'B— af, 


dci: 


A) VON 
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qui se réduiraient à 


(o, 272), (0, a'B— af"); 


elle serait donc doublement périodique par rapport à y seul. 
Si a’ et b' sont tous deux différents de zéro, on a 


a b m 
a = Sa 


b! m 


m et m' étant premiers entre eux, et m devant être remplacé par 
zéro quand a et b sont nuls. Donc 


a=pm, Ai Din, D== gM, V==gm'; 
où p et g sont des entiers non nuls. La relation (6) devient Je 
(8) m(pa'+qf)=m'(pa+q6)+aNir. 
Faisons le changement linéaire de variables 
MPP GI WO VY, 
et adoptons pour x et y les paires de périodes 
(—2qni, 2pri), (0,27), (m’a—ma', m’'B —mB'), (a’, B’). 


Les paires de périodes correspondantes relatives aux variables X et Y 
seront, d’apres (8), données par le Tableau suivant : 


NGA 0, Ay =2q Tt, B,,=—2Niz, B,=pe'+q', 
Ve Ais 2p nt, NT B;;— m'B — mG, B=. 


Si donc N est nul, deux périodes relatives à X sont nulles, A,, et B,, ; 
si N est différent de zéro, la combinaison 


NAyw+q7By, NA»+gB: 


donne une paire de périodes dans laquelle la période relative à X est 
encore nulle. Donc la fonction ®(x, y) exprimée en X et Y est double- 


* ment périodique par rapport a Y seul. Il y a donc réduction, comme 


‘i ar sree ete 


F0 et ee Pe be 
est nul en même temps que nr. 


i 5 : 
+ #4 


Second cas : n différent de zéro. — Reprenons les relat 


Die hand PP q 
O(x,y+ani) =er*O(r,y), 


ae > (4) ; 4 ax+by+ em yte tp : 
| O(e@+a, y+) =e es ®(z, y), 


- na’ 
i) , — 
var by+ os 


es na ge lees eee RENTE 


’ 


“et la relation (6) qui lie les périodes 


ay NL: a ede ' npa re 
(6) + aa! + bB'+ Pr Le eae +2Nir. 


< 


Nous allons ramener les relations (4) à la forme des relations que 
+ vérifient les fonctions ©. . mf 
> On a, puisque zn, a, b sont des entiers, | . 


EC nee D(x+na+abri, y+nB—2ari) =ert" (x, y), 


où Let & désignent des constantes dont la première est 


o 


_ , L 


4 l= — (na + 2bri); 
2TÈ 


on trouvera de même eS LL. 
O(2+na'+ 2b'ri, y+ nB'—2a'ri) = e+" O( 2, y), 


n À 
t= rites 2b'ri). 


\ s ~ 


Prenons, comme paires de périodes, 


~  (2mt,0), (0,277), (0,81), (a, 84) 
en posant | 
a =na +2bnTi, 6, =nB —2ari, 
a= nal+ 2b'ri, 6, = n'—2a'ni; 


ee ces nouvelles périodes sont indépendantes comme les premières. Les” 


CLEA 
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relations ci-dessus peuvent alors s’écrire 


D(z+onti, y) =O(2,7), 
DL MOT) ce D(x, y), 
Dix + a, y +Br1)— er O( 2, y), 
O(r+ a, y+8,)= ey" O(a, y), 
pu, p— 241, 
2Ti 


2TL 


De plus, la relation (6) devient, si l’on y remplace «, f, «’, 8’ par leurs 
expressions en fonction de a,, 8,, «,, 8', 


(9) say (Biai— 4184) = 2M in, 


M désignant un entier non nul, comme nous le verrons plus loin. 
La période 6, n’est pas nulle; car, si l’on avait 8, = 0, la fonction ® 
serait doublement périodique par rapport à x seul. Si nous posons 


Di(æ, y) = + O(a, y), 


nous pourrons déterminer A et de façon que ®,(x, y) ne change pas 
quand on augmente x et y de la paire de périodes «,, 8,. Nous aurons 


l NO, 


ea oo Gace 


La fonction ®, vérifie alors les relations suivantes, où nous prenons 
comme second groupe de périodes (0, 2Mzz) au lieu de (0, 277), 


®,(2+ 271, y) = @, (2; FOG 


CA ; 
ee ee btp), 
D, (x + 1, Ÿ + B,) = ©,(2, y); 


2M nit 


O(c+a,,y+Bi)=e À "Dix, 7), 


où Get C’ désignent des constantes. 
Faisons enfin un changement linéaire de variables, en posant 


+ 


ci 
X=x— — y, =a > 
ae has cee 
®, (x, y) = @,(X, Y). 


Les paires sde LS = xg À y “oran 
- (a,,8,), (a, B,) dew et y sont " 


(0, 4 


fes Eu Bi, 


on rer done que l’entier M qui figure dane. la relation (9) n'est pas 

nul, car autrement, dans ces deux paires de périodes, les. périodes re- 

latives à X seraient nulles et la fonction ®, serait doublement périodique 
en X seul. En formant le Tableau complet des paires de périodes de KA 
ety correspondant ? à celles de æ et y, on aura: 


~ 
à 


acre,” Périodes dexety. | Périodes de X et Y. ; ¥ ; 
+ ot ÉCIAS (ani, 0) | 
7 (o,2Mri) (A, B) 
(CHA (0, 272) 
’ (a, Bi) (A’, B’) 
où l’ona posé 
; eins aMria, pa — 40M) 
dy | 6, Bi 
EN asile “2 WarTik: 
| REP SFR aaa TS 
On aura alors | 
D(X+ari, Y) —=®,(X,; Y), 
D,(X, Yori) —=,(X,Y), 


®,(X+A, Y+B) =e™"%+¢ ,(X, Y), 


®,(X + A’, Y+ B’) = etme" 


et la relation (9) donnera 


ce qu’il fallait démontrer. 


®,(X, x); 


En résumé, dans les deux cas, n = 0 et n20, on peut ramener la 
fonction ®, quadruplement périodique de ene espèce, à vérifier 
des relations de la même forme que celles que vérifient les fonctions @ 
de deux variables, avec la condition de Riemann 


BSA" 


4. Pour donner des exemples de fonctions de deux variables qua- 


SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES QUADRUPLEMENT PÉRIODIQUES, ETC. 153 


druplement périodiques de troisième espèce, suivons une méthode 
analogue à celle qui sert à former l'élément simple dans la théorie 
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce (Annales de 
l'École Normale, 3° série, t. 1, II, IT), ou, en nous plaçant à un point 
de vue plus général, imitons ce que fait Halphen dans son Traité des 
fonctions elliptiques, t. 1, p. 468 (*). 

Soient «, 6, y trois quantités telles que la partie réelle de la forme 
quadratique 

am + fn?+2ymn * 


soit négative pour toutes les valeurs réelles de m et n autres que 


m=n=o; soit p un nombre entier positif, et o(u,¢) une fonction 
uniforme des deux variables w et y.-Si la série 


mn=+o 


(2, y= = D: erlom+f$r?+2ymn+max+ny) DCE ATEN, eytamy+anB) 


m,n=—e 


est convergente, elle définit une fonction uniforme de x et y vérifiant 
les quatre relations 


O(x + 271, y) = Or, +), 
D(x, y + 271) = D(x, y), 
O( a2 +20, y +27) =e PO) (x, y), 
D(x+ 2y, 7 +28) =e PB) (x, y); 


cette fonction est donc quadruplement périodique de troisième es- 
pèce. Lorsque la fonction o(u,v) est un polynôme en u, », . et =; 
la fonction ® est composée linéairement avec des fonctions © de deux 
variables. Lorsque la fonction o(u,¢) est rationnelle, la fonction ® 
possède des singularités essentielles à distance finie. Par exemple, on 
pourra prendre pour o(u,e) les expressions 


1 I I up? 
eee en ue) (pue pr) 


a, b, a’, b' désignant des entiers positifs. En supposant «, 8, y réels, 
$ 


(1) Voyez une Note que j'ai présentée à l’Académie des Sciences le 25 mars 1889 
(Comptes rendus, t. CVIN). 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Mat 1890 20 
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les fonctions ® correspondantes possèdent les surfaces de singularités 
æ'— (2h +:)T, y'=(2k+1)7, 


où l’on a posé w= a'+ tx", y = y + iy" et où À et & désignent des 
entiers quelconques. L'hypothèse a= b=1, a = b'= 2 fournit une 
fonction de troisième espèce, analogue à la fonction de première espèce 
que M. Picard donne comme TE dans sa Note du 18 mars s 1889" 


(Comptes rendus, t. CVIIL) (*). 


2 


(1) Voyez aussi Bulletin de la Société mathématique de France, t. XVI, p. 131. 
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RECHERCHES SUR LES SURFACES 


QUI SONT EN MÊME TEMPS 


LIEUX DE CONIQUES ET ENVELOPPES DE CONES 


DU SECOND DEGRÉ, 


Par M. E. BLUTEL, 


PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU PRYTANÉE MILITAIRE. 


INTRODUCTION. 


Les surfaces engendrées par des coniques ont été l’objet de nom- 
breuses recherches; nous rappellerons particulièrement les travaux de 
MM. Steiner, Kummer, Clebsch, Darboux et Koenigs sur des surfaces 
algébriques d’ordre supérieur au second et possédant une ou plusieurs 
séries de coniques. 

Les surfaces enveloppes de sphères ont donné naissance également 
à un grand nombre de théorèmes remarquables, et les surfaces cer- 
clées ont été étudiées d’une façon générale par M. Demartres, dans sa 
thèse Sur les surfaces a géneratrices circulaires. 

M. ,Schwarz a enfin examiné les surfaces minima enveloppes de 
cônes du second degré, que nous retrouverons plus loin dans cette 
étude. } 

Nous nous proposons, dans ce travail, de rechercher les propriétés 
particulières aux surfaces engendrées par une conique variable dépen- 
dant d’un paramètre, dans le cas où il existe un cône circonscrit à la 
surface le long de chaque conique. 

La premiere Partie est consacrée à la démonstration d’un théorème 
important touchant le système formé par les coniques et leurs lignes 
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conjuguées sur la surface, puis à la recherche des équations géné- 
rales des surfaces engendrées de cette façon, et à la démonstration de 
propriétés géométriques concernant le déplacement des génératrices 
ou celui des cônes enveloppants; enfin, à la détermination de cer- 
taines catégories de surfaces simples jouissant de ce mode de géné- 
ration. À 

Dans la seconde Partie, nous étudions principalement les propriétés | 
des lignes asymptotiques de ces surfaces, et nous cherchons à déter- 
miner certaines espèces pour lesquelles ces propriétés se transforment 
en d’autres plus simples. 

Enfin, une troisième Partie est consacrée à l’étude de quelques pro- 
priétés non projectives, et particulièrement à la recherche des trajec- 
toires orthogonales d’un système de coniques dépendant d’un para- 
metre. 

Un grand nombre de propriétés que nous démontrerons peuvent 
être généralisées; dans quelques cas, nous nous contenterons d’énon- 
cer cette généralisation. 


PREMIÈRE PARTIE. 


Considérons une série de cones du second degré dépendant d'un 
paramètre variable; ces cônes enveloppent une surface, que l’on peut 
regarder aussi comme engendrée par une quartique à point double. 
En effet, deux cônes infiniment voisins se coupent suivant une pa- 
reille courbe, qui est la courbe de contact de l’un d’eux avec l’enve- 
loppe. On s’en assure aisément par la considération de l'équation gé- 
nérale des cônes | 


(1) o(v+X, y= Y, 3—Z) CU: 
? étant une forme quadratique homogène dont les coefficients dépen. 


dent d’un paramètre A, et XYZ désignant les coordonnées du sommet 
du cône qui dépendent du même paramètre. 


ee PAU PEN ye PT 


7 
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Si l’on suppose le sommet S pris comme origine d’un nouveau Sys- 
tème d’axes (Sx'y’z’) parallèles aux premiers, l’intersection du 
cône (1) avec le cône infiniment voisin est définie par les deux équa- 
tions 

o(x', y! 3!) =0, 
(2) do dX 09 dY 09  dZ do 
Où dh ox dy dy’ dos 


. Ces équations montrent bien le fait énoncé, et font voir, de plus, 
que les tangentes au point double à la caractéristique du cône sont 
contenues dans Le plan 


(3) dX 09 , dY do, di de 
dh dx! dh oy' di ds’ 


— O, 


c'est-à-dire dans le plan diamétral conjugué par rapport au cône de la 
tangente ST à la trajectoire Z de son sommet. 

Nous voulons que la caractéristique soit une conique ; il faut donc 
que la courbe (2) se décompose et, par suite, que l’on puisse faire 
passer un système de deux plans par l'intersection des surfaces (2). 
L'un de ces plans sera nécessairement le plan (3), et la caractéristique 
se décomposera en une conique C et en un système de deux généra- 
trices que nous appellerons SH et SH’. Il est à remarquer que ces 
deux droites sont les génératrices de contact du cône avec les plans 
tangents qui lui sont menés par ST; le cône touchera son enveloppe 
suivant ces deux droites et suivant C. Ces droites SH et SH’ vont donc 
engendrer deux développables, A et A’, circonscrites à £ et tangentes 
à tous les cônes. On peut dire que deux cônes infiniment voisins ont 
deux plans tangents communs, TSH et TSH’, de même que deux qua- 
driques qui se coupent suivant deux coniques. Ces surfaces se trans- 
formant en d’autres de même espèce, dans une transformation par 
polaires réciproques, sont aussi engendrées par des coniques qui ad- 
mettent deux courbes enveloppes. Ainsi : 

Les surfaces que nous étudions peuvent étre envisagées soit comme enve- 


loppes de cônes roulant sur deux développables, soit comme lieux de co- 
niques roulant sur deux courbes. 


A cette catégorie appartiennent évidemment les quadriques; pour 
celles-ci, d’ailleurs, la trajectoire du sommet du cône ou la dévelop- 
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pable enveloppe des plans des coniques peut être choisie arbitraire- 
ment, et l’une est la polaire réciproque de l’autre par rapport à la qua- 
drique. Nous remarquerons encore que, pour les surfaces du second 
degré, les points de rencontre K et K’ de deux coniques infiniment voi- 
sines sont confondus avec les pieds H et H’ des génératrices précé- 
dentes sur la conique. Cette particularité importante, comme nous le 
verrons plus tard, ne se trouve pas réalisée en général. 

Les différentes propriétés que nous venons de découvrir par la Géo- 
métrie peuvent être établies aussi par le calcul; nous allons en re- 
prendre l'étude; mais, auparavant, nous démontrerons la proposition 
fondamentale suivante : 


Tutorime. — Les génératrices coniques de la surface sont divisées ho- 
mographiquement par leurs lignes conjuguces. 


Supposons que, par un procédé quelconque, on ait mis les équations 
de la conique variable sous la forme 


Pi +2 En y Ms 


RAEN P+2Qu+R — FUN 

Ch) ,— y Pa Hg _ y , lo 

y La PAR ME ce UNS 
2 . 

Sy Para ea cara ee MALE à 

Pp?+2Qu+R : an 


Pas Gio Mrs +++) P, Q, R, X, Y, Z étant des fonctions de A, et uw dési- 
gnant un paramètre variable [X, Y, Z sont encore les coordonnées du 
sommet du cône circonscrit le long de la conique (A)]. Cette forme 
d’équations suppose que les courbes 4 = const. forment un système 
qui partage homographiquement les coniques proposées. 

En écrivant que le plan tangent à la surface engendrée par la co- 
nique (4) va passer par le sommet S (X, Y,Z), quel que soit u, nous 
obtenons l'identité | 


On, On, dX 
Jn, 5 river 
" Oris OTs dY 

(5) Ns Fate 9 +N n |=? 
Ns Ons ON, N dl. 


Tay NE 


a 
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Le premier membre est un polynôme du quatrième degré par rap- 
port à x, ce qui fournit cing relations entre les on de À qui 
figurent dans les équations de la surface. 

Cherchons maintenant les courbes conjuguées des coniques (aye 
sont les arétes de rebroussement des développables engendrées par 
les génératrices des cônes tangents à la surface le long is coniques. 
Ces cones sont définis par les équations | 
(6) CR D Le. L- 


ny Ny Ns 


où l’on fait varier w.. Cela permet d’écrire l’équation des conjuguées 


aX on, On, dp. 
dh “ON Op di 
dY On, On: dp. 
(7) Sah) ole oe a 
dZ on, On: du 
dk Où Op dh 


Tes 


Or, Videntité (5) conduit aux suivantes : 


| On, dX On, 

a a ar On? 

Ons aye On» 

(8) FA NA À No + +6 Op.’ 
Ons OL. Ons 

aie +N ih Stila a +6 — Op.’ 


« et 5 désignant des fonctions de À et y: convenablement choisies. 


2 O 
Si l’on tire de la les valeurs de a ot a pour les porter dans (7), 


celle-ci devient 


dx On 
hy dh Op. 

dp. aY om | 

(9) (6+ )\im a of l=o 
dl, on: 


Laissant de côté le déterminant qui figure dans cette équation et qui 
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n’est pas nul identiquement, nous arrivons à l'équation 


(10) Th +6=0. 
Posons 
PC ira 
O=| Pa Jo Ta |; 
Ps Gas Ts 


déterminant qui n’est pas nul, quel que soit À, sans quoi le cône cir- 
conscrit se réduirait à un plan, et appelons &;, y;, p; les dérivées par- 
tielles de ce déterminant par rapport aux éléments p,, g;, 7;. Un calcul 
simple, effectué au moyen des équations (8), permet d'écrire 


Oty OX 
268 =+ (x1 — 2upi) (S +N x) 


(11) : 
0 dY on az, 
+ C2 — 2 BPs) (Se +No) + (%s — 22s) (S +N&). 


Le second membre semble être du troisième degré par rapport à ur; 
mais il est aisé de voir que le coefficient du terme en n° est nul : c’est, 
à un facteur près, 


a (Ps +P%) + (Te MS Po) + es (Te +P a) 


AR dh dh dk dh dh 


c'est-à-dire le coefficient du terme en uw.‘ dans l’identité (5). 

8 est donc un polynôme du second degré en u. et l’équation (ro) est 
une équation de Riccati, d’où l’on conclut la propriété énoncée plus 
haut. 

Des considérations analogues permettent de démontrer la propriété 
suivante, plus générale : 

Imaginons une congruence de droites admettant une courbe focale. 
Supposons que le cône de droites ayant son sommet en un point de 
cette courbe soit unicursal et que, de plus, sa courbe de contact avec 
la surface focale soit plane. Les courbes conjuguées de ces courbes de 
contact, c’est-à-dire les arêtes de rebroussement des développables 
engendrées par les droites de la congruence sont fournies par l’inté- 
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gration d’une équation 


où À est un polynôme de degré r + 2 au plus, et B un polynôme de 
degré r par rapport à u, si r désigne le nombre des génératrices de re- 
broussement du cône de la congruence dont l’ordre 7 n'intervient pas. 
En particulier, si le cône n’a pas de génératrices de rebroussement, on 
tombe sur une équation de Riccati, et nous retrouvons le théorème dé- 
montré plus haut pour les surfaces enveloppes de cônes du second 
degré et lieux de coniques. 

La question suivante se pose maintenant : 

Les surfaces étudiées sont-elles les seules dont les génératrices co- 
niques soient partagées. homographiquement par les courbes conju- 
guées ? 

Supposons qu'une surface jouisse de cette propriété; on pourra 
mettre ses équations sous la forme 


Pu+2Qu+R 
_ P3p?+2Q;n+ R; 
N Pp?+2Q0n+R 


pee ae _— Pi(A) pA+ 2 Q1(A) p+ Ry (A) 
UN P(QA)p?+2Q()e+ RA) ’ 
an = NP Qu +R 
Ns 


A 
a 


? 


les lignes A = const. étant les coniques, et les courbes x = const. leurs 
conjuguées. On alors identiquement 


N N; Ns Ns 
ON ON, ON, ON; 
Oh Oh Oh On 
ON ON, ON, ON; |—0. 
dp OR OR Oe 
OkOp. dkdu dkdu OdObv. 


On en déduit, comme plus haut, que l’on peut poser 


ONE oy, ONE ay ON 
ee a Oe oka! 


a, B, y étant trois fonctions convenablement choisies de X et vu. 
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Ny 

ON, ON, ON; 

Oh oh 
Le Op. 


=0, 


laquelle est en général du quatrième degré par rapport à u, elle de- 
vient 


I æÆ mer 

N-scONT ) Ne aN 
ON ON, ON, ON,” 
Ops OU Op. Op. 
OX du OhOw dd OhOp 


= 0, 


Cette dernière n’est plus que du troisième degré en général; cela — 
prouve que, si les coniques sont partagées homographiquement par 
leurs conjuguées, la développable circonscrite à la surface le long 
de chacune d’elles est de troisième classe au plus, au lieu d’être de 
quatrième classe comme dans le cas général. On en déduit aisément 
que deux coniques infiniment voisines se rencontrent en un point et, 
par suite, que les coniques ont une enveloppe. Si l’on appelle æ,(À), 
¥o(A), & (À) les coordonnées d’un point quelconque de cette enveloppe, 
une transformation homographique effectuée sur la variable & per- 
mettra de mettre les équations de la surface sous la forme 


ie Ne TS I : az, . 
Men na EITC CS LE Le 7 
N I d 
aya + D es Yo 3 
(13) Y= mg (e+ 2 ee ap), 
N; I 


| 


3 


az 5 
N= pe (ae Geet met) 


OU UW, U,, Uy, u; sont des fonctions quelconques de A. Toutefois, cela 
Suppose que les coniques en question ne sont pas des paraboles, les 
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racines de 1+ 4? ne pouvant être égales; on traiterait aisément ce 
cas particulier. 

Formons, au moyen de ces équations, l’équation différentielle des 
conjuguées; c’est 

d 
(14) ee 
en posant 
"A=— au? pi + bp? + au? pt cu, 
B= fup — 2cu?, 


a, b, c, f désignant certaines fonctions de À; on a, en particulier, 


Lo — uy; Via Us 39 — Us 


dx, dy, diy 


Ga) + ah dh dh 
d? Ba a? yo aon 
di? de? di? 


L’équation (14) se réduira à une équation de Riccati, et, par suite, 
les coniques seront partagées homographiquement par leurs con- 
juguées si les deux polynômes A et B, qui sont respectivement du 
troisième et du premier degré par rapport a , sont divisibles l’un par 
l’autre. Cela arrive dans les deux cas suivants : 

1° c=o. A et B renferment y en facteur. — Cette relation montre 
que le plan de la conique variable qui a pour équation 


(x — Xo) + My — Yo) +n(s — 4) —0, 
avec les conditions 


(Lo — Uy) + M(Yo — Uy) + N(5)— Us) — 0, 


ds 
fie Pe) ag ne 


ae en” 


est le plan osculateur à l’enveloppe, puisque l’on a aussi 


ab Fe. Py, a? Zo 
im. fae Sas 


l 


2° cn’est pas nul, et A est divisible par B. — On a alors 


2U 


A= B(aut+ Br = =)? 
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x et 8 désignant deux fonctions de À convenablement choisies. La va- 


Se dp. 
leur ainsi obtenue pour + savoir 


dp __ 
dh — 
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=f ap BE ee 


2u 


doit vérifier l'équation différentielle des conjuguées des coniques. Si 
l'on rend N,N,,N,, N, homogènes par l'introduction d’une seconde 


variable v, cette équation peut s’écrire 


ON ON ON @?N 0?N 
de 07 Oh ON 0 
LP ES PP Er ERP age Le 
Om dy dh didp Op 
AAP BENE PANG MAE RE 
Op ov OA OdOp Op? 
OMe oN Ne ON gee 
: ‘Op dv OA OdOp Ow 


=i 


et elle est vérifiée identiquement si l’on y remplace 9 par sa valeur. 


. . x ony oi, 5 En ye 
Multiplions la première colonne pat Fe 5, la seconde par a, 


EN 3 . . *y , . 
la troisième par — —, et ajoutons à la quatrième. On démontre facile- 


ment lidentité 


(4 QE SLR 

TU Le ar) p On 
+ ON; EM 9? . ooh. ON; I 
To Pon dv au Om up 


ON; 
Oh Op. 
ON; 
Op. dv 


a (au?+ Bu — =) — 


TE oN: Py 
Ok Ov 


aN; 


Sous cette forme, il est aisé de voir que le second membre est indé- 
pendant de y: : désignons-le par X;. Nous remplacons l'identité précé- 


dente par 
ON ON, ON, 
dp Oe On 
ON ON, ON, 
Ov ‘Ov Ov 
ON ON, ON, 


Mer aN 
EQ et 


aN, 
OA 


X; (A) 
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laquelle montre que le plan tangent à la surface en tous les points 
’ À ÿ A : Py , 

d’une même conique (A) va passer par un même point de coordonnées 

24, Ka Xe 

AT 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Tutortme. — Si les génératrices coniques d’une surface sont partagées 
homographiquement par leurs conjuguées, ces génératrices admettent 
pour enveloppe l'arête de rebroussement de la développable engendrée 
par leurs plans, ou bien il existe un cône circonscrit à la surface le long 
de chacune d'elles. 


Nous avons supposé dans cette démonstration que les coniques 
avaient une enveloppe véritable, lorsque nous avons mis leurs équa- 
tions sous la forme (13); il pourrait se faire que toutes ces courbes 
eussent un point fixe commun. On examinera facilement ce cas, en 
reprenant les équations de la génératrice sous la forme 

_ up _ Ual + Ps 


o— 
SS 7 | ame 


sn > 
I+ p? 1 + p? ioe? 


Chaque conique passe à l’origine pour y infini. 

On démontrera alors qu’il existe un cône circonscrit à la surface le 
long de chaque conique, ou bien que chacune de ces courbes est tan- 
gente, à l’origine, à la génératrice de contact de son plan avec le cône 
enveloppé par les plans de toutes les coniques. Ces résultats rentrent 
dans les précédents. 

Il résulte du premier théorème démontré que, si l’on connait une 
courbe conjuguée des coniques sur la surface étudiée, les autres s’ob- 
tiendront au moyen de simples quadratures, et qu'elles seront toutes 
connues si l’on en connaît trois. Il en résulte aussi que l’on peut sup- 
poser les équations de cette surface mises sous la forme 


Pi +2qiu+r ru Ny 


! — = 9 
oo D Pu? 20u--R N 


Koy 7, Py 0, Ry py 9, Di... étant des fonctions der? tellés que 
les courbes x — const. soient les courbes conjuguées des coniques 
À = const.; les coordonnées du sommet du cône sont d’ailleurs X, 
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6 
Y, Z. Il existe alors entre ces fonctions certaines relations que nous 
allons chercher. Pour y arriver, nous écrirons que les tangentes aux 
différentes courbes x = const. vont passer par le sommet (XYZ) du 
cone circonscrit, pour une même valeur de A, puisque ce sont les géné- 
ratrices de ce cône. Nous obtenons ainsi 


dX On, dY ON, al, Ons 
= yatta Wil Noe peri Aa) 


ny, : No its 


Or les polynômes en y qui figurent comme dénominateurs dans ces 
identités ne peuvent avoir une racine commune; il faut donc que les | 
numérateurs soient divisibles par les dénominateurs. D'ailleurs, si l’on | 
multiplie les fonctions N, n,, ns, ms par un même facteur (A), on ne 
modifie pas la surface engendrée, et l’on peut disposer de ce facteur 0 
de façon à faire disparaître le coefficient de 4? dans le premier numé- 
rateur; 0 est déterminé par l'équation 


dX d 
OP Fe + ay (8 p1) = 0. ” 


Le même terme doit disparaître dans les autres numérateurs, qui 
deviennent aussi du premier degré. On aurait alors, avec les fonc- 
tions P,Q,R,p,, g:, r,, ... ainsi modifiées, des identités de la forme 


(16) RARE PROS Yl od Malay eg Wal Tr 
Pi+2qu+ri  Pr+2Qh + Pal +2 trs 


Multiplions les numérateurs par des fonctions de À indéterminées. 
Soient &, 8, y; posons 


a(dip + b,) + Baup + be) + y(asu + b3) = 0, 
ce qui détermine ces fonctions. On devrait avoir aussi 
an, + Bnro+ yns3= 0. 


Or ceci est impossible, car le cône circonscrit ne serait pas un véri- 
table cône. Par suite, les numérateurs sont nuls dans (16) et dans (15) 


avec les nouvelles fonctions P, Q, R, .... On a done identiquement 
On, dX on dy ) al, 
"he On, ax 3 i ON; , 
Dan Ne PNR eels eas =O 


See 
Lu 

FF NE 
* . 
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Ce sont les relations cherchées qui sont équivalentes à 


dp, dX d dX d dX 

ee a Pe all GE Gt ne 
TR ae Pea Neary Oe aoe SO, 
dp» dY 

dh P a SO Ae ecard reuse) eee Bae Te ete aiaits sine ln est 
dps aL 

dh P da SSO. ET ET oo ene 0 Cyl Oa Ak eer Marat EE nea ie ar 


Nous dirons que les équations (12’) sont mises sous la forme réduite 
si ces relations sont vérifiées. On voit qu’elles fournissent les diffé- 
rents coefficients au moyen de simples quadratures, si l’on choisit arbi- 
trairement P, Q, R, X, Y, Z. 

A cette forme on en peut adjoindre une autre 


Piu+2Qiu+R N N N: 
8 Dur if ies! ae gine. 
ee ie Py?+2Qp4+R N’ YN ia JN 
avec les relations identiques 

ON, _. ON dN, ON ON, _,, oN 
ee Lion (où 


que l’on déduit aisément des précédentes, car N, — NX + n,, .... 

On vérifie facilement, en partant de l’une ou l’autre de ces formes 
réduites, que les trois coordonnées d’un point quelconque de la sur- 
face sont solutions de l’équation aux dérivées partielles 


ao OT Of ONY ON 06 : 
S\N On 


du Od Om °\N "N OA On” 

Enfin des raisonnements analogues effectués au moyen de coor- 
données homogènes permettraient d’exprimer ces coordonnées sous la 
forme 

= pit, 2) = Prt 2 Oe By (P=2, 2,3, 4), 
les fonctions P,, Q;, R; vérifiant les relations 


dP; dQ; _ di, 
agP a0 dk” 


X, désignant les coordonnées homogènes du sommet du cône circon- 
serit et P, Q, R trois fonctions de À arbitrairement choisies. 
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Applications des formes réduites. 


Une conique étant représentée par les équations 


| NUE) __N,(A,p) rei by, H) 
Se PONT ae = ee NA, pi) 


où l’on suppose À constant, la conique infiniment voisine le sera par 


2 MOD) ra 2 (MG Rae 
OS Nb AND RNA ROUE 


_ N:( p) 9 +) oa () 
NO UE At ee EN NUE 


= M0 p) a x) dh? 0? x) 
NO TENTE CR ss 


AD 


a 


ou bien, en tenant compte des relations (17) et (19), 


_NiQ,p) (Ap) ON [ON à Ki) owl 
ee NQip). Nt) où [on ga Nt) * on] x 

on Lo Nop) _ Pa(Pp) ON D [ON 0 Ki) FN r:| dd 
UNE ND oh CON A | x UN) + où M Ru 

.__ NP) _ ma(A,p) ON | [ON 0 =) PN #3] di 
EN) NTIC OR See ON ONAN) DE Net a ne 


Si l’on donne à p dans ces dernières relations les valeurs u., racines 
ON(A, Lu : gs 
de poet) = 0, on voit que les valeurs de æ, y, = se réduisent, aux 


infiniment petits pres du second ordre, aux valeurs correspondantes 
fournies par les équations (20). Done, toute conique est rencontrée en 
deux points par la conique infiniment voisine, et les valeurs correspon- 
dantes de y sont données par l’équation 
(22) GIE are APS 

Gece ak di. | 

Cette équation définit deux courbes tracées sur la surface et tan- 
gentes à toutes les génératrices coniques. On voit, de plus, que les 
infiniment petits du second ordre ne disparaissent dans les expres- 


6, ON . ON ; 
sions (21) que si la racine de jy annule aussi is; Cela ne peut avoir 


4 
i 
| 
| 
| 
| 


mé 
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lieu constamment, à moins que cette racine ne soit constante ou qu’elle 
‘ : ON 

ne soit racine double de FT 


Dans le premier cas, les coniques passent par un point fixe; en effet, 
si k est cette racine constante, on a 


d 
ANG k)=0 


et, par suite, 


d 
n NO; k)=0, 


Intégrant, il vient 


NC; 4) = a; NU El =, 


Les coniques passent par le point de coordonnées 2, ©, ©, que l’on 
a a a 
obtient sur toutes en donnant au paramètre vu. la valeur #. Réciproque- 
ment, si les coniques passent par un point fixe, l'équation (22) a une 
racine constante. Elle a ses deux racines constantes si les coniques 
passent par deux points fixes. 

Dans le second cas, les deux courbes enveloppes des coniques sont 
confondues et la conique variable est osculatrice à son enveloppe. 

De même que les coniques roulent sur deux courbes, les cônes rou- 
lent sur deux développables. Les plans tangents à un cône menés par 
la tangente ST à la trajectoire du sommet correspondent à des valeurs 
de wu, racines de l'équation 


Wax dŸ az 


adh < dhe = tap : 
On, Ong Ons | 
(23) Op. On “Op. = 0, 
On, Ong ON; 
Ov Ov Ov 


que l’on obtient en écrivant qu’un plan tangent 


z2—-X y—Y 3—Z “ 
24 Nz Ts 

4) 
(24) On, Ons Ons 
Op Op. Op. 


est parallèle à ST. Il est aisé de montrer que chacun de ces plans a 


Ann, de l'Éc. Normale, 3¢ Série. Tome VII. — Juin 1890. 22 


LE 


170 E. BLUTEL. 


pour caractéristique la génératrice suivant laquelle il touche le cône; 
ce sont donc ces génératrices SH et SH’ qui engendrent les deux déve- 
loppables en question. 

Si cette équation (23) a une ou deux racines constantes, les cônes 
roulent sur un ou deux plans fixes. 

Lorsque les coniques restent tangentes à un plan fixe, les cônes ne 
sont pas forcément tangents à ce plan. Il peut se présenter deux cas : 
1° les cônes circonscrits sont tangents au plan sur lequel roulent 
les coniques; 2° une des courbes enveloppes des coniques se confond 
avec la courbe décrite par le point de contact de la conique variable 
avec le plan fixe. En particulier, si la conique est une parabole, 1 
existe un cylindre circonscrit, à moins que la droite d'intersection des 
plans de deux paraboles infiniment voisines ne soit un diamètre; par 
exemple, la surface engendrée par une parabole osculatrice à une 
courbe gauche quelconque, et soumise à une condition complémen- 
taire arbitrairement choisie, admet un cylindre circonscrit le long de 
chaque génératrice. 

Si l’on remarque que les surfaces étudiées donnent naissance à 
d’autres surfaces semblables lorsqu'on les soumet à une transforma- 
tion par polaires réciproques, et que cette transformation conserve les 
propriétés des systèmes conjugués, on voit que les équations tangen- 
tielles de ces surfaces doivent avoir une forme analogue à celle des 
équations ponctuelles, lorsqu'on les suppose rapportées au même sys- 
tème de courbes composé des coniques et de leurs conjuguées. 

Les coordonnées du plan tangent sont fournies par le développe- 
ment de l'équation (24). On peut les supposer mises sous la forme 


(25) u= M; = M: M; 


M? 


M, M,, M,, M, désignant les dérivées partielles par rapport à m, m,, 
M, M du déterminant 
ON ON, ON, ON; 
Op Op du op 
ON ON, ON, ON, 
dv ov dy ov 
Poa OT INC FZ 


OUT Tem Wee 


LA 


= 
— 
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et F une fonction de A arbitrairement choisie. Si l’on suppose cette 
fonction déterminée par la condition 


dF 


(282 an 


Sere & (EX) + VS (FY)+ W VAT 


a 
U, V, W désignant les coordonnées du plan de la conique 


Ur+Vy+Ws+1=0, 


on a les relations identiques 


OM, _.0M 0M, ,0M 0M, .0M 
(27 ra. ro a = 


: ; : OM ; + 
uant à l’équation — = 0, ce n’est autre chose, à un facteur près in- 
On P 


dépendant de p., que l’équation (23). 


Applications. — Les équations générales que nous avons trouvées 
soit en coordonnées ponctuelles, soit en coordonnées tangentielles, 
renferment cinq fonctions arbitraires d’un paramètre variable. La dé- 
termination de ces fonctions de manière à satisfaire à des conditions 
géométriques particulières présente évidemment de grandes diffi- 
cultés. Nous allons cependant étudier le problème suivant : 


Trouver toutes les surfaces pour lesquelles on donne la courbe lieu des 
sommets et la développable enveloppesdes plans des coniques, avec la cor- 
respondance entre les sommets et les plans. 


On se donne les fonctions X, Y, Z, U, V, W d’un même paramètre A. 
Les inconnues P, Q, R, P,, Q,, R,, ... qui figurent dans les équations 


ponctuelles 
ais P,p?+2Q,p+R, a. Ni 


Oh RON 


avec les relations identiques 


ON ON ON, _ + ON ON; _ 7 ON 
Or OR? vy he: On he 


JE 
TE = 


(1) 10% ie WQ,=0, 


R + UR, + VR,-+ WR, = 0. é 


Si l'on annule successivement les trois RU dérivée cha- 7 
cune de ces équations, l'élimination des fonctions inconnues autres 
que P, Q, R montre que | ces dernières sont trois intégrales d’une 
même équation 


| BO ao fs 
(2) ASG Bai te eS eee 


où A, B, C, D sont des fonctions déterminées de X, Y, Z, U, V, Wet. 
leurs dérivées. D’ailleurs, P, Q, R étant choisis de cette facon, 04 
R,, ... seront déterminés par des équations linéaires. 

Soient donc P, Q, R trois intégrales de (2); l'intégrale générale est 
fournie par 


. 
P=—aP+bQ+cR, ° 
9=aP +bQ+cR, 7 
R= &P + b,Q + CR 


Combinant avec les équations précédentes, on trouve 
Pi=aP;+0Q,+cR;, P—aP;+bQ+cR, 
La solution la plus générale, savoir 


__ (@P,+6Q,+cR,) p?+2(a4, P+ 6, Qi +6, Ri) p+ a.P,+b,Q,+ eR, 
~— (aP+ 6Q + c¢R)p + 2(a,P + 6,0 +¢,R) p+ a,P FbQ+eR’ 


renferme donc neuf constantes arbitraires, a, b,c, a,,b,,c,, da, by, Cs. 

Mais on peut ramener le nombre des paramètres arbitraires à cinq 
par une substitution homographique à coefficients constants effectuée 
sur la variable w., de sorte que la surface la plus g générale dépend seu- 
lement de cinq paramètres. Le choix d’une conique particulière dans 
l’un des plans donnés, ou d’un cône ayant son sommet en l’un des 
points donnés, achèvera de la déterminer. 
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Etude de quelques surfaces particuliéres. 


Nous distinguerons d’abord les surfaces (A ) enveloppes de cônes qui 
roulent sur denn plans fixes en restant soumis à trois conditions com- 
plémentaires quelconques. Les conjuguées des coniques sont les sec- 
tions planes faites dans la surface par un faisceau de plans ayant pour 
axe la droite des sommets. Réciproquement, si deux conjuguées sont 
planes, les sommets des cônes sont en ligne droite et la surface rentre 
dans cette catégorie particulière. 

Une oh par polaires réciproques effectuée sur les sure 
faces (A) fournit les surfaces (B) engendrées par des coniques qui 
passent par deux points fixes F et F’ en restant assujetties a trois con- 
ditions complémentaires quelconques. Les courbes conjuguées sont 
les courbes de contact de la surface avec des cônes circonscrits ayant 
leurs sommets sur FF’; leur détermination n’exige donc encore aucune 
quadrature. 5 

Une surface (C) peut appartenir à la fois à ces deux catégories; les 
coniques sont tangentes à deux plans fixes et passent par deux points 
fixes qui peuvent être ou non les points de contact avec les plans tan- 
gents fixes. 

Plus particulièrement encore, les coniques peuvent être tangentes à 
une droite fixe en un point fixe, ou les cônes à un plan fixe le long 
d’une génératrice fixe; les conjuguées des coniques s’obtiennent tou- 
jours sans intégration. 

Les surfaces (D), pour lesquelles la courbe E lieu des sommets des 
cônes est plane, possèdent des conjuguées de coniques qui s’obtien- 
nent par une quadrature, car on en connait déjà deux : ce sont les 
courbes enveloppes des génératrices d’intersection de ces cônes avec 
le plan de X 

Il en est de même pour les surfaces (EZ) qu’on en déduit dans une 
transformation,par polaires réciproques, c’est-à-dire pour lesquelles les 
plans des coniques passent par un point fixe; les conjuguées connues 
sont, dans ce cas, les courbes engendrées par les points de contact 
de la conique variable avec les deux tangentes issues du point fixe. 

C'est dans les catégories (B) et (C) qu’il faut ranger les surfaces du 
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troisième et du quatrième degré qui sont en même temps lieux de co- 
niques et enveloppes de cônes du deuxième degré. Une surface du 
troisième degré possède deux points coniques F et F’ par lesquels pas- 
sent les coniques génératrices ; la droite FF’ appartient naturellement 
à la surface et le plan tangent est le même en tous les points de cette 
droite. D'ailleurs, si une surface du troisième degré touche un plan 
suivant une droite, les plans qui passent par cette dernière découpent 
sur la surface des coniques la rencontrant en deux points fixes. Quatre 
de ces coniques se décomposent en systèmes de deux droites; ces huit 
droites passent quatre à quatre en F et F’ et constituent l’intersection 
de la surface avec les cônes tangents en ces points. 

Les conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la sur- 
face avec les cônes circonscrits ayant leurs sommets sur FF’ ; ces cônes 
sont du quatrième ordre et les conjuguées sont des quartiques gauches 
de première espèce. Chacune (T°) est l'intersection de la surface pro- 
posée avec un cône du second degré qui passe par FF’ et est tangent à 
la surface le long de cette droite; le sommet 0’ de ce nouveau cône et 
le sommet O du cône circonserit correspondant forment une involution 
dont les points doubles sont F et F’. Chaque courbe (T) rencontre FF’ 
en deux points variables conjugués harmoniques par rapport au sommet 
O correspondant et au point fixe où la droite FF’ est rencontrée par la 
seconde droite d’intersection de la surface avec le plan tangent suivant 
FF’. Les cones de tangentes aux deux points coniques ne peuvent se 
réduire simultanément à deux plans, à moins que le plan tangent le 
long de FF’ ne coupe la surface suivant cette seule droite. La courbe 
lieu des sommets des cônes circonscrits suivant les coniques est une 
quartique gauche de seconde espèce qui ne rencontre jamais FF’, à 
moins que les deux points coniques ne soient confondus. 

Plus généralement, une surface d’ordre z présentant une droite mul- 
tiple d'ordre n — 2 est coupée suivant une conique par tout plan qui 
passe par cette droite. Il existera des cônes circonscrits si ces coniques 
rencontrent la droite multiple en deux points fixes F et F’; pour qu'il 
en soit ainsi, il faut et il suffit que les x — 2 plans tangents à la surface 
en tous les points de FF’ soient invariables. 27 — 2 coniques se décom- 
posent en deux droites : ces 4n — 4 droites se groupent 27 — 2 à 
2n — 2 pour former l'intersection de la surface avec les cônes de tan- 
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gentes en ses points coniques. Les conjuguées (T) des coniques sont 
des courbes gauches d’ordre 2» — 2suivant lesquelles la surface est 
touchée par des cônes circonscrits de même ordre ayant leurs sommets 
O sur FF’; chacune est l’intersection de la surface avec un cône d’ordre 
AR — 1 qui lui est tangent suivant les x — 2 nappes le long de FF’. Les 
sommets O’ de ces nouveaux cônes et les sommets O correspondants 
forment une involution dont les points doubles sont F et F’. Enfin 
chaque courbe (I’) rencontre FF’ en 22 — 4 points variables qui se par- 
tagent enn — 2 couples; chacun de ces couples est situé sur une nappe 
différente de la surface donnée et les deux points d’un même couple sont 
conjugués harmoniques par rapport au sommet O du cône correspon- 
dant et au point de rencontre de FF’ avec la seconde droite d’intersec- 
tion de la surface avec son plan tangent le long de la nappe à laquelle 
appartient le couple. La courbe lieu des sommets des cônes circon- 
scrits est une courbe unicursale d’ordre 3n — 5. à 

Les coniques génératrices de la surface peuvent être tangentes en 
deux points fixes à deux plans fixes; dans ce cas, les plans tangents à 
la surface le long de la droite multiple la coupent suivant cette seule 
droite. Il existe alors une triple infinité de quadriques tangentes à la 
surface proposée en F et F’ et qui la coupent suivant 2 coniques ; parmi 
ces quadriques, il y en a une double infinité qui touchent la surface 
proposée suivant une conique et la coupent encore suivant n — 2 co- 
niques; enfin, parmi celles-ci, il y a une simple infinité de cônes jouis- 
sant de la même propriété : ce sont les cônes circonscrits à la surface 
le long de ses coniques. 

Une surface du quatrième degré possédant une droite double avec 
deux plans tangents fixes le long de cette droite rentre dans la caté- 
gorie que nous venons d'examiner. En dehors de celle-là, les seules 
surfaces du quatrième degré possédant le même mode de génération 
sont des surfaces à conique double et deux points doubles au moins, 
ou les surfaces ayant deux points d’embrassement. 

Considérons d’abord une surface présentant une conique double et 
deux points doubles dont la ligne de jonction ne rencontre pas cette 
conique. Tout plan passant par les points doubles F et F’ coupe la sur- 
face suivant deux coniques qui se rencontrent en ces deux points. Les 
conjuguées des coniques sont les courbes de contact de la surface avec 


; s. 
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des cones circonscrits ayant leurs s ets O sur FF’; ce sont aussi les 
courbes d’intersection de la sur des cones du second degré 
dont les sommets O’ sont sur FF’ et sont conjugués des sommets O par 


rapport aux points coniques. Chacune se compose de deux courbes 
gauche de quatrième ordre et de première espèce qui se coupent en 
quatre points sur la conique double de la surface proposée. 

Si l’on suppose l’équation de cette surface mise sous la forme 


‘ J? (ays) = 4s xy, 

/ désignant une fonction quadratique non homogène, la conique double 
est Vintersection de la quadrique f= o avec le plans = 0, et les deux 
points coniques sont les points de rencontre de l’axe Oz avec cette 
même quadrique. La courbe, lieu des sommets des cônes circonscrits 
ala surface, est une courbe plane de quatrième ordre, unicursale, re- 
présentée par les trois équations 


où A désigne un paramètre variable. A deux valeurs de À qui ne diffe- 
rent que par le signe, correspondent les sommets des deux cones cir- 
conscrits à la surface le long de deux coniques situées dans un même 
plan. 

Le plan de cette courbe est le plan polaire du point de rencontre de 
la droite FF’ avec le plan de la conique double par rapport à la qua- 
drique f= 0. Par suite, si ce point est le centre de la quadrique, la 
courbe est rejetée à l'infini et les cônes deviennent des cylindres cir- 
conscrits; dans ce cas, d’ailleurs, la surface proposée admet ce point 
pour centre, et il en est de même pour les différentes coniques. 

Les cônes tangents à la surface en ses deux points coniques ne se 
réduisent jamais à deux plans si l’on suppose ces points distincts. Mais 
cela n'empêche pas les coniques de la surface de rester tangentes à 
deux plans fixes ainsi que les cônes circonscrits. 

C'est ce qui arrive lorsque la surface présente deux paires de points 
doubles (cyclide de Dupin, par exemple). Dans ce cas, la surface pos- 
sède deux séries de coniques passant par les couples de points doubles : 
les cônes circonscrits le long des coniques d’une série ont leurs som- 
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mets sur la droite qui joint les points coniques de l’autre; les deux 
systemes de coniques sont donc conjugués. 

Réciproquement, si une surface possède deux séries de coniques 
conjuguées avec cône circonscrit, il est aisé de voir que les coniques 
de chaque système passent par deux points fixes et sont tangentes 
à deux plans fixes. Nous reviendrons plus loin sur l'étude de ces sur- 
faces. 

Considérons maintenant une surface de quatrième ordre qui présente 
deux points d’embrassement. Tout plan passant par ces deux points 
coupe la surface suivant deux coniques qui y sont tangentes aux 
deux plans tangents. Les conjuguées sont les sections faites par un 
faisceau de plans ayant pour axe la droite d’intersection des deux pré- 
cédents. | 

Parmi les surfaces de cinquième ordre, nous trouvons la surface à 
droite triple avec trois plans tangents le long de cette droite, puis la 
surface possédant une droite simple sur laquelle se trouvent deux 
points triples et, en outre, une conique double. L’équation d’une pa- 
reille surface peut se mettre sous la forme 


S791 + f292 + 270; =0, 


où f est une fonction quadratique non homogène (enx,y,z)et®,,0,,0, 
des fonctions homogènes (en x, y) de degrés respectivement égaux à 
leurs indices. La conique double est l'intersection du plan «Oy avec 
la quadrique f= 0, et la droite simple est l’axe Oz. Les points triples 
sont les points de rencontre de Oz avec cette même quadrique; le plan 
tangent est encore le même en tous les points de Os. Les conjuguées 
des coniques sont les courbes d’intersection de la surface avec des 
cônes du troisième ordre qui lui sont tangents le long de Oz; etc. 
Nous citerons encore un cas particulier de la surface de cinquieme 
ordre étudiée par Clebsch ; cette surface possède une courbe double 
de quatrième ordre et de première espèce, et a une équation de la 


forme 
Ag?+ 2Bol + Cl?=— 0, 


où A, B, C désignent des fonctions linéaires, et ©, 4 des fonctions du 


second degré par rapport à a, y, 2 (Ueber die Abbildung einer Classe, 
ao 
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von Flächen 5, Ordnung; Gottingen, in der Dieterichschen Buchhand- 
lung, 1870). 
Les quadriques du faisceau 


g—Ap=o 
y découpent une série de coniques dont les plans ont pour équation 


AA: 2 BAS C0 


et enveloppent le cone 
B?— AC — 0. 


Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour 
que deux coniques infiniment voisines se rencontrent en deux points 


est que le point 
A=B=aU=0 


soit l’un des sommets du tétraèdre conjugué par rapport aux deux 
quadriques 9 = 0, Ÿ = o. Le cône enveloppe des plans des coniques 
passe alors par la quartique double, qui est elle-même l’enveloppe des 
coniques de la surface; les cordes de contact sont les génératrices du 
cone. La quartique est une courbe de rebroussement pour la surface. 
L’équation pourra se mettre sous la forme ; 


xro*-+ 2590+ yd?— 0, 
en posant 


a désignant une constante quelconque et + une fonction quadratique. 
Le lieu des sommets des cônes circonscrits est une courbe plane X 
unicursale de quatrième ordre, dont le plan est le plan conjugué du 


sommet du cône par rapport à la quartique, c’est-à-dire 3 — = O. 


On connait déjà deux courbes conjuguées des ‘ales ce sont les 
enveloppes des génératrices des cônes situées dans le plan de X. La 
recherche des autres se ramène donc à une quadrature; on Ft 


que cette opération conduit en général à des intégrales hyperellip- 
tiques. 
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Surfaces enveloppes de cônes de révolution. 


Reprenons les équations générales 


ie mM ay ae 
(1) T=X+ es Y=Y+ 5: B=Z2+ 
avec les relations 


On, __ ax On, dY On. az, 
(2) eee ro a oh NS 


Si les cônes sont de révolution, chacun d’eux étant représenté par 
les équations 
m—X y—Y_s-Z 


ny Ns ls 


où l’on suppose À constant, c’est que l’on a, quel que soit x, en sup- 
posant les axes de coordonnées rectangulaires, 


(3) ni+ni+ni=(an+Bni+7yn:), 


a, B, y désignant des fonctions de A, que l’on peut supposer réelles si 
les cônes le sont eux-mêmes. Différentions cette relation par rapport 
à À, en tenant compte de (2); nous obtenons 

dY aL « 
=N (ns dX ) 


eae tay ey 


Gx DR aX dy aL 
= (an, + Bret yrs) eee aN aE ah ra)] 


Cette égalité montre que les racines du polynôme an, + fn, + yn;, 
qui est du second degré en wu, appartiennent aux deux polynômes N 


dX dY aL a ve 1 1 > 
Qt, a, + aa 1 Ms Gy) OF en vertu de (3), les racines du premier 


sont imaginaires, elles doivent donc appartenir toutes deux à l’un des 
deux derniers. 
Par suite, on a 


(4) an + Bn +yn;=AN 
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ou bien 


/ 


i un jee æ 
(2) an + Br: + yns= B (ng TAPER 871 ’ 
A et B désignant deux fonctions de A. 

Dans le premier cas, l’égalité (3) donne 
n? + n?+ n?—A?®N? 


et, par suite, 
(a—X)*+(y —Y)*+ (s—ZP=A*. 


Cette nouvelle relation nous montre que les coniques (1) sont des 
cercles, et la surface engendrée est une surface enveloppe de sphères 


dépendant d’un paramètre. 
Dans le second cas, on montre aisément que l'on a 


1 dX _1 dy _ 1 dl 
a din, Gdh Lydie 


c’est-à-dire que l’axe du cône de révolution n’est autre chose que la 
tangente à la trajectoire de son sommet. 

Les surfaces enveloppes de cônes de révolution se partagent donc 
en deux classes : 

1° Les surfaces enveloppes de spheres; l’axe du cône admet pour 
enveloppe la courbe décrite par le centre de la sphère variable. 

2° Les surfaces pour lesquelles l’axe du cône reste constamment 
tangent à la trajectoire de son sonfmet. 

Ces résultats peuvent d’ailleurs se démontrer sans avoir recours aux 
équations générales (1), et un calcul direct permet de montrer que la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'un cône de révolution 
touche son enveloppe suivant une conique, c’est que son axe engendre 
une développable; suivant que le point de contact de chaque axe avec 
son enveloppe est ou non le sommet du cône, on obtient l’une ou 
l’autre des catégories précédentes. 

Les surfaces de la seconde classe sont d’ailleurs étroitement liées 
aux surfaces de la première. Considérons, en effet, une surface enve- 
loppe de sphères; les normales à cette surface le long d’un cercle (c) 
engendrent un cône de révolution (C) dont le sommet S est un centre 


3 
È 
2 
4 
À 
4 
. 
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de courbure de la surface pour tous les points de (c). Les centres de 
seconde courbure sont les points de contact des génératrices de (C) 
avec l’enveloppe de ce cône; or on sait que ces centres de courbure 
sont sur une conique; par suite, la surface lieu des centres de se- 
conde courbure rentre dans la seconde classe. 

On peut encore remarquer que les conjuguées des coniques sont les 
trajectoires orthogonales des cercles pour les surfaces de la première 
classe, et l’on sait que ces courbes partagent les cercles homographi- 
quement. Pour les surfaces de la seconde classe, ce sont les courbes 
de contact des développables engendrées par les normales aux surfaces 
de premiere classe correspondantes le long de leurs lignes de seconde 
courbure; comme celles-ci, elles dépendent donc d’une équation de 
Riccati. On trouve cette équation, sous une forme tres simple, de la 
façon suivante. Appelons 


a, y, 3 les coordonnées d’un point quelconque de la surface ; 

X, Y, Z les coordonnées du sommet du cône correspondant; 

V langle générateur de ce cone; 

a, B, 7,01, By, Yu» &, Bo, Yo les cosinus directeurs de la tangente, la nor- 
male principale et la binormale à la trajectoire du sommet ; 

w et w la courbure et la torsion de cette courbe; 

© l’angle d’un plan passant par le point (2, y, z) et l'axe du cône avec 
le plan osculateur de la trajectoire (cet angle peut varier de 0 à 27). 


On trouve 
x — X ” y—yY 
acotV+ a coso +æsinp GB cotV +6, cos + B,sinv 


‘, rues 2 Lee 
| yeotV=- y;cosp+ y2sing — 


> 
@) COSOE + We 


et l’équation différentielle des conjuguées est 


l : 
—wH+vwcotV sing, 
ds 


la variable indépendante étant l’arc s de la trajectoire du sommet. 
Cette équation se ramène immédiatement à une équation de Riccati, 
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en prenant pour fonction tang*. Elle s’integre par une quadrature si 
la trajectoire du sommet est plane ou, plus généralement, si le rapport 
@w tang V 
——<— est constant. 


Si l'on prend (fig. 1) pour axes de coordonnées (S, &, n, ¢) les axes 


du trièdre de la trajectoire, l’équation du plan de la conique s’écrit 
tangV UE + on — sin? V = o. 


On vérifie ainsi que ce plan est parallèle à la binormale de la trajec- 
toire du sommet, ce qui est une propriété connue. Ce plan rencontre la 
normale principale Sy en un point J, tel que l’on ait 


SI= SO sin°V, 


O désignant le centre de courbure de la courbe. Il en résulte une con- 
struction géométrique très simple du point I, étant connus le point O 
et l'angle V, et inversement. Comme application de cette dernière pro- 
priété, considérons une quadrique Q, dont la trace sur l’un de ses 
plans principaux est une conique C (fig. 2). Cette quadrique peut être 
regardée comme l'enveloppe d’une famille de cônes de révolution ayant 
leurs sommets sur une conique & située dans le plan de C et homofo- 
cale à cette dernière. SiS est le sommet de l’un de ces cônes, la tan- 
gente à X est son axe, les tangentes à C menées de S en sont les géné- 
ratrices de contour apparent; enfin, si, par le point I où AB rencontre 
a normale SN aX, on mène IH perpendiculaire sur SN, puis HO per- 


| 
| 
| 


dti à C4 pus à Li + 
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pendiculaire sur SA, on obtient en O le centre de courbure de Z. Ces 
différentes propriétés sont des conséquences immédiates des équations 
écrites plus haut; on pourrait les démontrer ici en s'appuyant unique- 
ment sur ce fait que les deux coniques C et Y sont homofocales. 


Dans le cas général, l'angle 0 du plan de la conique avec l’axe du 
cône est fourni par l’équation 


1 dV 
tang) — tangV — ei 


: dV M: ‘ ‘ : 
Par suite, lorsque ~~ est supérieur à , la conique est une ellipse; 


Mrs . dV 
si À est égal à ©, la conique est une parabole; et si —— est moindre 
ds 2 ds 


que w, la conique est une hyperbole. 

Si l’angle générateur du cône est constant, le plan de la conique est 
perpendiculaire à la normale principale de la trajectoire du sommet, et 
la conique est une hyperbole qui reste semblable à elle-même dans 
son déplacement. 

Ces surfaces sont les seules, parmi celles que nous étudions, pour 
lesquelles la congruence formée par les génératrices des cônes se 
compose des normales à une surface; cette dernière est d’ailleurs une 
enveloppe de sphères. 

Nous remarquerons encore que; si les coniques génératrices sont des 
cercles, la surface peut être envisagée comme une enveloppe de sphères, 
ou bien les plans des cercles sont parallèles à un plan fixe; nous avons 
démontré ce fait dans une Note insérée aux Comptes rendus de l’Acadé- 
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mie des Sciences (t. CII, p. 687). On peut généraliser cette propriété 
et énoncer le théoreme suivant : 


Si les génératrices coniques rencontrent une conique fixe, la surface est 
l'enveloppe d’une famille de quadriques passant par cette conique et assu- 
jettie à trois conditions complémentaires, ou bien les coniques passent par 
deux points fixes sur la conique fixe. 


En particulier, si l’on considère une surface engendrée par un cercle 
parallèle à un plan fixe, les conjuguées de ces cercles se déduiront les 
unes des autres par une opération géométrique très simple : ce sont 
les courbes de contact de la surface avec des cylindres circonscrits 
ayant leurs génératrices parallèles à une direction arbitrairement choisie : 
dans le plan d’un cercle; si l’on fait tourner les points de l’une de ces 
courbes d’un angle constant sur les cercles auxquels ils appartiennent, 
on obtient les points d’une autre conjuguée. 


SECONDE PARTIE. 


DES LIGNES ASYMPTOTIQUES. 


Reprenons les équations générales d’une surface, mises sous forme 
réduite, savoir 


æ R=X+ PAPER VS RE sos te, 
avec les relations identiques 
aN’ = oN 
Geese OR , 
dm _ aX 


SNS sa, 
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La substitution de ces valeurs dans l’équation différentielle des lignes 


asymptotiques donne une relation de la forme 


dQ 3 
(1) (Ay? + aBp+C)(S it aa ee Th) de addy! =o, 
. En posant 
Pal 71. 9s 2 aar as 
1 1 s fit 1 Sat 
a Pe oe Th 
dY | | 
Ap*--2Be--C=| put gap r, ah Reps Gs Pal. 
al, | Ps q3 P| 
PsP gs Jah +rs a 


On reconnait, dans les deux polynémes du second degré par rapport 


au. qui figurent dans cette équation, les polynômes S et ey ce der- 


nier, à un facteur près, indépendant de x. On en conclut qu’il existe 
sur chaque conique quatre points pour lesquels les lignes asympto- 
tiques sont tangentes entre elles et tangentes à une conjuguée de la 
conique : ce sont les points de rencontre de cette conique avec la co- 
nique infiniment voisine (K et K’) et les pieds H et H’ des génératrices 
de contact du cône correspondant avec les deux développables circon- 
scrites. 

Cette équation se simplifie dans un certain nombre de cas; nous al- 
lons examiner les plus intéressants. 

Supposons que le coefficient de dA? soit le carré d’un polynôme par 
rapport à 4 : l’équation (1) se décompose alors en deux équations de 
Riccati, et les deux séries de lignes asymptotiques de la surface parta- 
gent homographiquement ses génératrices coniques. Ce fait se pré- 
sente dans les deux cas suivants : 


I. Les deux polynômes et ont mêmes racines u.; les points K 


et K’ sont respectivement confondus avec les points H et H’. La surface 
est engendrée par une conique qui roule sur deux courbes, les cônes 
circonscrits roulant sur deux développables circonserites à ces courbes. 
Nous l’appellerons surface du premier genre. 


II. Les deux polynômes = et a ont chacun une racine double; les 


2 . " > / 
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points K et K’ sont confondus, ainsi que les points H et H’. On en con- 
clut que la conique génératrice reste osculatrice à une courbe, le cone 
circonscrit étant lui-méme osculateur & une développable. Nous appel- 
lerons surfaces du second genre celles qui sont engendrées de cette 


facon. | 

Il]. Un autre cas intéressant est celui où les polynômes - et Le 
ont tous deux leurs racines constantes. La surface est engendrée par 
une conique qui passe par deux points fixes et reste tangente à deux 
plans fixes sur lesquels roulent les cônes circonscrits. 

Les variables se séparent alors dans l'équation (1), dont l’intégra- 
tion se trouve ramenée à une quadrature; la détermination des conju- 
guées s'effectue d’ailleurs, dans ce cas, sans aucune intégration. 

Plus particulièrement encore, les deux plans fixes auxquels les co- 
niques sont tangentes peuvent avoir leurs points de contact aux points 
fixes par lesquels passent les coniques; nous retrouvons ainsi des sur- 
faces singulières du premier genre et le théorème démontré par 
M. Demartres : 


Une surface engendrée par une conique tangente en deux points fixes à 
deux plans fixes a ses génératrices coniques partagées homographique- 
ment par ses deux séries de lignes asymptotiques. 


Ces surfaces jouissent encore d’une autre propriété : ce sont les 
seules qui puissent être regardées comme des enveloppes de quadri- 
ques dépendant d'un seul paramètre, et telles que deux quadriques 
infiniment voisines soient tangentes le long de leur conique d’inter- 
section. La recherche des lignes asymptotiques exige alors l'intégra- 
tion de deux équations de Riccati dans lesquelles les polynômes du 
second degré ont leurs racines constantes. 

Les trois catégories que nous venons d'indiquer sont encore remar- 
quables, en ce sens qu’une transformation par polaires réciproques 
les remplace par d’autres surfaces de même espèce. 


~ 
Ta 
a 
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Surfaces du premier genre. 


OM 


Si nous écrivons que les deux polynômes ce et ont mêmes ra- 
cines, nous trouvons 
Pi P2 Ps Pi P2 Ps Jin 72 93 
HE . ga q2 43 =~ mics = Iai l'a rs = I ri l'a l'3 
TN a7 D FOX ay di dR | dX dY a7 | 
ah | À da adh GN dk “dk ail 40 | dy di ai 


relations que l’on remplace aisément par les suivantes : 


By be ,4Q ore 20 on d0 GR. uns GP. dO aR 
ee ay | ak an PP] a7 \ an a PEN 
dh an dh 


‘ di à dh 


Si l’on sait déterminer toutes les fonctions P, Q, R, Pys gi, ri, .…, 
X, Y, Z vérifiant ces relations, ainsi que le systeme 


dp, PaX dq, dX Lies Te ae 
= di 2 


ni on =. 


on aura toutes les surfaces du premier genre. Les surfaces générales 
dépendant de cinq fonctions arbitraires d’un paramètre variable, 
celles-ci dépendent encore de trois fonctions arbitraires. 

Prenons Q pour variable indépendante et posons Q — À; choisis- 
sons comme fonctions arbitraires P, R, ainsi que la valeur p des rap- 


dY dZ 


orts (2); il est aisé de voir que les inconnues GX, aX & sont trois 
P q da’ dn? A 


solutions de l’équation différentielle 


CHER | 
aR, ae | 
: BP ŒR  dÿ nes 
(4) Beem ee 
RARE aR dd 
| 


ld di de À 


où la fonction, inconnue me 


m 
” 


i 


En particulier, si l’on choisit P et R de telle sorte que € Lu Hoque: 4 


tion précédente admet comme intégrale 


a et b étant des constantes arbitraires. Il reste alors à intégrer une 
équation du premier ordre linéaire qui donnera w; puis de simples 
quadratures donneront toutes les fonctions inconnues. Nous aurons 
ainsi une solution renfermant deux fonctions arbitraires, P et p par. 
exemple. +e | 
On peut encore, au moyen des relations (2), démontrer le théorème 
suivant : 


Si le lieu des sommets des cônes est une courbe plane, les plans des co- 
niques enveloppent un cône, et réciproquement. 


Ces relations s’écrivent en effet 


dX dR dQ 
-5 Seg ee ap iA ba à mate 


Deux différentiations successives permettent de montrer que l’on a 


PÉVENT a PEAR 2b .40 ah | 
Dood Cat) A A dh 
; eX BY GZ) | a@P &Q æR 
(5) lar ae a) Al ar. a am 
pax PT ae Pb 0 dR | 
awe di di dé di. did | 


e et A sont deux fonctions de À qui ne peuvent être nulles: les deux 


déterminants figurant dans cette égalité seront done nuls simultané- 
ment. 


Si le premier est nul, la trajectoire du sommet est plane, et si le se- 


LA 


4 
. 
= 
. 
; 
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cond l’est, on montre aisément que les plans des coniques passent par 
un point fixe. 


Nous remarquerons encore la propriété générale suivante qui con- 
vient aux seules surfaces du premier genre : 


Les tangentes aux deux séries de lignes asymptotiques de la surface en 
tous les points d’une même conique sont les génératrices de deux hy perbo- 


loides circonscrits à la surface le long de cette conique. 


Nous allons chercher s’il existe des surfaces du premier genre parmi 
les surfaces particulières que nous avons étudiées dans la première 
Partie. Considérons les surfaces enveloppes de cônes de révolution 
dont la caractéristique est une véritable conique. Nous avons vu que 
l'équation du plan de cette conique rapportée au trièdre (S&C) de la 
trajectoire du sommet est 


(6) tangV LE + wn — sin V =o. 


Son intersection KK’ avec le plan infiniment voisin est définie par 
cette équation jointe à la suivante : 


die TON creme 
[avt ) ALES Re pate |: 


do dV 7 à dV 
+(% + wtangV a)" — woe = (tangV + sin2V) Pre 


La surface sera du premier genre sila droite KK’ est confondue avec 
HH’, c’est-à-dire si KK’ est dans le plan SHH’. Ce dernier n’est autre 
chose, ici, que le plan perpendiculaire à l’axe du cône, § =o. Il faudra 
donc que l’on ait 

OT — O 


et 
1 / do 


eva 1 | À dV 
me -otangV 5 ) ——— (tang V -+ sin2V) ne 


~ sin? V 
Laissant de côté wm — 0, ces conditions se réduisent a 


(8) © =0, ! dw = 3 cot VdY. 
G) 


I 90 


GD PNETRRE qe mee: 


an : F 
‘iene oS 


al en 


ar 


La dernière a pour intégrale 
RU ey 1e TE 
(9) Dr ene NT 


; | APT Aa | 
MELUN ter if 12 
| Die ee pene epee 

p désignant le rayon de courbure de la trajectoire du sommet qui est Fe à a 
plane, d’après la première condition, et /une constante arbitraire. Bd: 

On peut vérifier que, si ces deux conditions sont remplies, l'équation "0 

des lignes asymptotiques se ramène bien à deux équations de Riceati. TR 
C'est, en général, k 5 Ba 

+ . 1 : do Ww 


en posant À J : 
; p= -+wsino cotV, 


. dV Fe 
l : D COS DE —— 
De lu Von cine 
Sock alah Si a ea | 
SR dV do ,,.(dV\1  @&V | 
x |(sueouv ie — 9 )00s 0 + using + cot V | +2(7) |—Set- 


On voit aisément que § est indépendant de + si les conditions (8) 
sont vérifiées, et l’on est ramené al’intégration de 
ev 


a ee pices Pas av \* 
as Shai Core \ = + 2 (se) — tangV PE 


Voici une dernière propriété géométrique de ces surfaces, consé- 
quence de la relation Pre 
: sean Vs ts | 

La projection, sur les génératrices du cône, du segment de normale d. 

À & ; 5 ela | 
trajectoire du sommet, compris entre le sommet et le plan de la conique, a < 
une longueur constante. 


Cette particularité se présente pour les quadriques considérées 
comme enveloppes de cônes de révolution. 

Des raisonnements semblables, appliqués aux surfaces enveloppes 
de sphères, montrent que les surfaces de révolution sont les seules 
appartenant à cette catégorie qui puissent être regardées comme sur- 
faces du premier genre. 
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Surfaces du second genre. 


Il n’y en a pas parmi les surfaces enveloppes de cônes de révolution, 
si la conique de contact n’est pas un cercle; les génératrices SH et 
SH’ sont, en effet, dans un plan perpendiculaire à l’axe du cône et ne 
peuvent être confondues, condition qui devrait être remplie. 

Mais il y ena parmi les surfaces enveloppes de sphères, comme nous 
allons le vérifier. Appelons x, y,, 5) les coordonnées du centre O de 
la sphère variable qui décrit une courbe C. Soient 


R le rayon de la sphere; 

w et & la courbure et la torsion de C; 

s son arc pris pour variable indépendante; 

a, 8, y,.-.. les cosinus directeurs des arêtes du trièdre de C. 


Prenons pour seconde variable, afin de fixer la position d’un point, 
l'angle 9 que fait le plan passant par ce point (xyz), et l’axe OF du 
cercle sur lequel il se trouve avec le plan osculateur correspondant 
de C. Un calcul rapide permet d’écrire 


= Rak R elle 0S9 + a SIN) 
FR re CAR Fra Uae (eae (% COS@ UPS 


1 
2 


(11) LEA BR R|: (a) | (B1 coso + B, sing), 


A. 
2 


aR dR\? : 
ee, —yR a +R (FS) | (y1 COSY + y, Sing). 


Le plan AB (/ig. 3) du cercle, rapporté au trièdre (O20), a pour 
équation 
dan 


(12) Et Ro =o 


La droite KK’ est définie par cette équation jointe à la suivante : 


Lee LAR 
(13) ‘ng re ‘ (RG) -— 0, 


ds 


On trouve aussi que le plan SHH’, qui est le plan diamétral conju- 
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gué par rapport au cône de la tangente ST à la trajectoire du sommet, 
est défini par 


dR\? dR dR /, dR\ @R 
08) ope) | Cage ae) i ae nee 


La surface est du second genre si K et K’ sont confondus, c’est- 
a-dire si KK’ est tangente a la sphere, et si le plan SHH’ est tangent a 


Fig. 3. 


cette méme sphere. Ces deux conditions s’écrivent aisément et don- 
nent lieu aux relations suivantes : 


| pal, _{4R\° d (,,dR\]? 
(15) ot Re | — (%) | = Ee HR =) | : 


ole BY) 


La comparaison de ces deux équations permet de les remplacer par 


CR sees 


52 


(oscil GY] 


La première s'intègre une fois et donne 
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A désignant une constante arbitraire. On peut alors remplacer la se- 
conde par 


Ces deux conditions fournissent l'arc et la courbure de la trajectoire 
du centre de la sphère variable, comme fonctions de son rayon. On 


vérifie alors que l'équation différentielle des lignes asymptotiques de 


la surface, qui est en général 


| 6 —— sing 
(18) ee ee VS, 
ane dR\?21? 
. ds 
en posant 
aR aR\? = 
$= ; & COS AE ds? | (Zz) 
ade (Te) dR\?]? 
“Leh y' 
ds 


do __ sin © h 
(9) ds =" —~ aR {See 


Voici maintenant quelques propriétés géométriques de ces surfaces. 
D’abord, en général, la tangente a la trajectoire du sommet est dans 
le plan NT à la trajectoire du centre de la sphère. Pour ces 
surfaces particulières, on a 


DER S = VR?— RA, 
AI=\VRh. 


Si V est le demi-angle au sommet du cone, ona 


COSY EE ae 5 


Soit ID (fig. 4) la distance du centre du cercle au cône circonscrit ; 
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i. + = Le OL J 
RAP ER 


dé 


RSC 
“a re 
1 3 Awe <= 
‘< Re eats Pe otk ee 

La distance du centre du cercle variable au cone 


* vs 


constante. | 


. 


Appelons encore ¢ l'arc de la courbe décrite par le centre I de ce 
cercle. Il est facile de démontrer que | 


h hdR? 

2 a M At 2 = 
TRE ALES) 
En intégrant, il vient | 

g=+Vh(R— A) + const. =+ IE + const. 


IE désignant la distance du centre du cercle aux génératrices du cône 
normal à la surface le long de ce cercle. On obtient donc cette autre 
propriété : 


La somme ou la différence de l'arc décrit par le centre du cercle va- 
riable et de la distance de ce point aux génératrices du cône de normales 
correspondant est une quantité constante. 


On en peut obtenir d’autres en suivant une voie toute différente et 
envisageant la surface comme engendrée par un cerele osculateur à 
une courbe gauche. Appelons encore © et w la courbure et la torsion 
de cette courbe; il est aisé de démontrer les résultats suivants : la 


24 e” 


: 
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distance IS (fig. 5) du sommet du cône circonscrit le long du cercle 
osculateur en M, au plan de ce cercle, est égale à 


cette distance étant comptée positivement dans le sens direct choisi 
sur la binormale. La tangente ST à la trajectoire du sommet est située 


dans le plan normal à la courbe, soit SMN. La surface engendrée sera 
du second genre si ST est confondue, soit avec SM, soit avec SN; la 
première hypothèse est impossible, et la seconde fournit la relation 


(20) GI KP a) = (Re) 


& désignant une constante arbitraire qui est l'inverse de la distance 
constante du point I aux génératrices du cône circonscrit. On peut 
donc considérer les enveloppes de sphères du second genre comme 
engendrées par le cercle osculateur à une courbe dont la courbure, la 
torsion et l’arc sont liés par la relation (20). 
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Recherche des lignes asymptotiques de quelques surfaces simples. 


Nous commencerons par les surfaces algébriques d’ordre n avec une 
droite multiple d’ordre n -- 2, dans le cas où les plans tangents le 
long de cette droite sont fixes, et où les cones de tangentes aux deux 
points coniques situés sur cette droite se réduisent à deux plans que 
nous choisirons pour faces du tétraèdre de référence; nous prendrons 
comme autres faces deux plans quelconques passant par la droite mul- 
tiple. L’équation de la surface prend alors la forme 


(a) stf(x, y)=9(2, y), 


f désignant une fonction homogène de degré n — 2 et 2 une fonction 
semblable de degré 72. Si nous projetons cette surface sur un plan au 
moyen de droites passant par l'un des points multiples d'ordre x — 1, 


savoir 
VA, ssa na, 


nous obtenons pour les coordonnées d’un point quelconque de cette 
surface 


(0) 


en posant à 
, 1, À 
F(A) = oo a 
En formant, au moyen de ces expressions, l’équation différentielle 
des lignes asymptotiques, il vient | 
ag PF 1 


(e) fa: =a dh Baa eee 


Te DE 

ah =i (a) TR 
Cette équation se simplifiera si le polynôme / a desracines multiples, 
c'est-à-dire si plusieurs nappes de la surface se raccordent le long de 
la droite singulière, ou bien si le polynôme ¢ a des racines triples au 
moins, ef, par suile, si trois au moins des plans passant par la droite 
multiple et coupant la surface suivant une conique évanouissante sont 


AN 
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confondus. Le.cas le plus favorable est celui où toutes les nappes se 
raccordent et où tous les plans des sections singulières sont con- 
fondus. L’équation de la surface s’écrit alors 


(d) BLEU tae y, 


En tenant compte des formules (6), sans supposer forcément 7 en- 
tier, on trouve comme équation des asymptotiques correspondantes 


dh | hoe VAs — ne) dp. 
A  n(n—:1) Ye 


qui admet pour intégrale 
ntyn(2—n) 


À CH n(n—1) 


Ces surfaces (d) ne sont algébriques que si z est commensurable. 
Si les deux points fixes par lesquels passent les coniques sont réels, 
les lignes asymptotiques ne sont réelles que pour des valeurs de n 


comprises entre zéro et 2. Elles seront algébriques si ¥n(2 — x) est 
commensurable en même temps que z. Si l’on pose 


on trouve que l’on doit avoir 


(a— b= 6? —e?, 


e désignant un nombre entier. On est done ramené à la résolution en 


nombres entiers de l'équation 


On prendra 


DE; a=xL+ 8, Vniow nS 


mf 


Les valeurs les plus simples que l’on puisse attribuer à x sont : 
T° nae. 


La surface est 
LAURE I 2 
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Les asymptotiques sont alors deux séries de courbes gauches du 
sixième ordre, unicursales, intersections de cônes du deuxième et du 


troisieme degré. 


99 n=. 


La surface est 
z> 5 — N'ES 

Les lignes asymptotiques sont encore des courbes gauches unicur- 
sales de sixième ordre; mais elles ne sont pas tracées sur des surfaces 
du deuxième degré. | 

Si la surface (a) est du troisième degré, on sera ramené aux fonc- 
tions elliptiques. Cependant, dans certains cas particuliers, l'intégrale 
sera algébrique : c’est ce qui arrive pour la surface tétraédrale du troi- 
sième degré à quatre points coniques 


ayzt+bæxzt+cxyt+dxys —0, 


qui est engendrée de six façons différentes par des coniques passant 
par deux points fixes. On sait que les asymptotiques sont des courbes 
algébriques d’ordre 6 et de genre o. 

Nous terminerons cette étude en cherchant les lignes asymptotiques 
de la surface du quatrième ordre présentant une conique. double 
et quatre points coniques; nous avons déjà vu que les deux séries de 
coniques passant par les deux couples de points coniques sont conju- 
guées, et que les coniques de chaque série sont tangentes à deux plans 
fixes. Kummer à montré que l’équation d’une pareille surface peut se 
mettre sous la forme 

Lp?+gr—stP= 4 p*qr 
ou sous la forme équivalente 
[ p?+ st — gr = 4 p?st, 


p,q, 7, 8, ¢ désignant des fonctions linéaires. Supposons réelles les 
fonctions linéaires g, r, s, ¢ et prenons pour faces du tétraedre de réfé- 
rence les plans correspondants qui touchent la surface, chacun sui- 
vant une conique. L’équation devient 


(1). [Pts ay — st]? — CPi ays [P?+ 34 ay |*- 4P*zt=0. 
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Soit 
P=az+Gy—7yz-ût. 
Posons 
Pme, RTE 


Un calcul rapide permet d’écrire les coordonnées d’un point quel- 
conque de la surface sous la forme 


(2) = J ae CRRERE f 
Y+R+HÔE ~ 8(y + p+ Op?) a+A+ 6?  p?(a+A+ 62?) 


Au moyen de ces formules, on trouve comme équation des asym- 
ptotiques 


(3) di? du? 


(À EE) Dee) 


La transformation 


si ens (rg )rnie à (ar) 


permet de remplacer cette équation par la suivante 


(5) du? dv? 
5 = -— D — 
hw— giu—gs 4e—g,0— gs 

en posant 
__ t— 38 Chat) 
Se (a CRT Se Po 
pee OOP ss Mode OP 2 
PP 7 cro Je eye ee 


L'intégrale générale est donc 


(6) | u = p(0, £2 £a) ; 
Oa ples 6 iio. 2 
0 désignant une variable et m une constante arbitraire. Ona 


ap? (1 — 4ab) 
Ge 


wre 


3 
82 — 2783 


droites. , , 


(8) 


ane eater 2S re tes 


| L'intégrale générale de (5) peut être dé riqi 


ticulier, si l’on a 
| CA = 82 


\ 


ce qui le la seule condition 


EN Tome 4 ¢ eh ke profes ye 


IL est facile a voir qu’alors le plan P — o est tangent, a la quadrique | i 


ay —st—=o. 


La conique double de la surface se compose d’un systeme de deux 


eS 


Les ques points coniques sont alors de même nature, puisque le on a 
1— 4aB =1— 4y0. 


Si l’on suppose a et f de méme signe, on peut écrire 


$ _  a=ps, y= go, 
avec la condition 
pb = 93, 


qui remplace (7). 
La transformation 


substitue al’é équation (3) la suivante 


ee dv? 
(1— u?) (1 — hu) — GG he) 


t—2p6 
1+2pB, 

On a alors, comme expressions des coordonnées d’un point de la 
surface, 


A désignant la constante - 


(1+ w)* (1 — he?) P(t— u)? (1 — Ap?) 


a]! 


(9) 


3 Me t 


ET MRCIRT Trees te FL 
ii p}?(1— hu?) PS La ho EE 17) 


re Dh etes à 
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avec 
1—h t 
P= px x qz—-)- 
1+h Pp q 


L'intégrale générale de (8) peut s’écrire 


(10) (hu +rn) (1+ h-+ 29) + (p?— h) (u?-+ 9?) + aup(t Hp) (= pl", 


e désignant une constante arbitraire. 

Une étude détaillée de la représentation de la surface sur un plan 
au moyen des formules (9) et(10) permet de démontrer les propriétés | 
suivantes : 


Les asymptotiques sont des courbes du huitième ordre et de genre 1; 
chacune rencontre en deux points les sections coniques de la surface qui 
passent par les points coniques ; en quatre points, chaque droite double, 
et en quatre points aussi chacune des coniques suivant lesquelles la sur- 
Jace est coupée par un faisceau de plans passant par une droite double. 
Enfin chacune passe par les points coniques qu’elle admet pour points 
doubles. 


La réalité de ces courbes ne change pas tant qu’elles ne rencontrent 
pas l’un des points coniques de la surface ou l’une de ses coniques de 
contact avec les quatre faces du tétraedre de référence. Il en est d’ail- 
leurs de même pour la surface générale représentée par l'équation (1). 

Dans le cas où a et 8 sont de signes contraires, la transformation 
employée plus haut doit étre remplacée par une autre; nous pren- 
drons alors la suivante, qui exige seulement que les points doubles 
soient réels. Posons 


A=a(i—u), p= b(z —+), 
a et b désignant deux racines des équations 
ba o-oo = 0, 


607+ 6 +7 = 0, 


lesquelles sont réelles en vertu de l'hypothèse faite plus haut. On 
peut, de plus, les choisir de telle sorte que a8 = b¢ en vertu de la re- 
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- 202 4 7 Tr RON BB LUTE 
Cr a we à ee " ne « ÿ 
lation af = yô. Sil’on pose 


"IR 


> 


r iy re = ETAT ste 5 Te IAE es 2 AT PONS 
il vient comme expressions des coordonnées d’un point de la surface a 


J : i 7 RE NU 1 L Li % 
a Sy. 5 A | : . 


L’équation des asymptotiques est alors 


FT CAN we dv 
u(i—u)(1— hu) o(r— #) (0 —he)’ 


(12) 


et son intégrale générale est 


(13) [huey +1—p(u+o)P?— i(p —1)(p —h) uv =o. 


Ces formules permettent de retrouver les résultats démontrés plus 
haut sur les lignes asymptotiques. | ë 
Un cas plus particulier encore est celui où l’on aurait 


1—4aB=1—4yd=0. 


. 


La constante À est alors nulle dans les équations (9), qui deviennent 


GOiheh Sauer BATTS DE et : 
ees ue} | 

Les lignes asymptotiques de cette surface sont représentées par l’é- ‘ 

quation 

(15) u?+ y?—1-+ aupp + pi— 0. 


Ge sont des courbes gauches de quatrième ordre et de seconde espèce 
comme celles de la surface de Steiner, dont la surface proposée est un ’ 
cas singulier. 
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Des surfaces minima. 


Nous allons nous servir de l'équation trouvée pour les lignes asym- 
ptotiques, en général, savoir 


ey aM oN 


1) ah ES 5 


pour rechercher celles des surfaces étudiées qui sont des surfaces 
minima. Écrivons que les lignes asymptotiques sont rectangulaires ; 
il vient 


9 


dn ON \? on oN \? on ON \? | du? oN \? 
ort), ON One = 1S) Dire ame | OUI Tae oe ENT ONIN 
L du awe! +(N MT +( Op rissa? oe Jo = Hu nn (55) 


DT ; AEN @ Sie 
Si l’on remplace dans cette relation (Ht) par sa valeur tirée de (1), 


on obtient 
any ON \? On ON\? /,on; | ON NS OMS rs à >, ON 
À [ES Oy mia) +(N Op. maa)” Nou mon) JF Gp Slat ented) op 


Cette relation doit être vérifiée quel que soit vu; d’ailleurs, elle est de 
degré 6 par rapport à uw, ce qui montre qu’il existe, en général, sur 
chaque conique six points pour lesquels les lignes asymptotiques sont 
rectangulaires. Posons 
D On (ET, 2,9). 
Op. Op. 

L’équation {+ 23+ 1; =o fournit les quatre points (a;) de la co- 
nique C en lesquels la tangente va rencontrer le cercle imaginaire a 
l'infini D. L’équation nj + n; + n; =o donne les quatre points (b;) de 
la conique pour lesquels la génératrice (Sb;) correspondante va ren- 
contrer I. Si (2) est une identité, deux points (a;) au moins sont 
confondus avec deux points (b;). Cela n’est possible que si C ren- 
contre I’ en deux points (c,,c,); mais alors Cest un cercle, et} + 5 +- {; 
est carré parfait. Il peut maintenant se présenter deux cas : 

1° Le cone (S,C) est tangent au cercle T aux deux points (c,,c,). 
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Alors les quatre points (a;) sont confondus avec les quatre points (b;), 
deux à deux enc, et enc,. La surface est à génératrice circulaire et le 
cône circonscrit est de révolution ; c’est donc une enveloppe de 


A ON | 
sphères. L'identité (2) ne renferme plus alors que les polynômes > | 


te qui devraient encore avoir mêmes racines ; la surface serait donc 


Oh 
du premier genre, et nous savons que les seules surfaces enveloppes 
de sphères du premier genre sont des surfaces de révolution. 


2° Le cône (S,C) n’est pas tangent au cercle Taux deux points c, 


et c,. Il faut alors que - =o admette les deux autres racines du 


polynôme /*+ 23+ 4, lesquelles correspondent toujours aux deux 
points c, et c,; il faut done que la droite KK’ soit confondue avec cc», 
et par suite soit rejetée à l'infini. La surface ne peut donc être engen- 
drée que par un cercle parallèle à un plan fixe, et l’on retrouve ainsi 
les surfaces minima à génératrices circulaires étudiées par Riemann. 
La surface minima de révolution rentre dans cette catégorie. 

Le résultat que nous venons de démontrer est une conséquence 
immédiate d’un théorème dt à M. Schwarz : 


St une surface minima est enveloppée par une série de cônes du second 
degré, ces cônes sont homocycliques (Journal de Crelle, t. 80). 


Par suite, si deux cônes infiniment voisins se coupent suivant une 
conique, cette conique est un cercle et son plan a une direction 
constante. 


TROISIÈME PARTIE. 


Les surfaces que nous étudions ne présentent pas, en général, de 
propriétés métriques beaucoup plus simples que celles des surfaces à 
génératrice conique quelconque; cependant, ces propriétés peuvent 
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se simplifier dans certains cas particuliers, comme nous allons le 
montrer. 


Recherche des trajectoires orthogonales des coniques génératrices. 


Les équations de la surface étant prises sous la forme 


ny 


(1) e=X+y> 


avec des axes de coordonnées rectangulaires, l'équation différentielle 
des courbes en question est 


Ox dy Oz 
i de — 
re z Fe iy TA 0) 
ou bien 
: x , du ON 
(2) (B+B =) =F (Umit bans + ns) 


« 


en posant, comme plus haut, 


Appelons A le coefficient de Sos B le second membre de l’équa- 


tion (2). Le polynôme A, du quatrième degré par rapport à 1, admet 
comme racines les valeurs de y correspondant aux points de ren- 
contre a; (t= 1, 2, 3, 4) de la conique avec ses directrices. 

B est un polynome du sixieme degré dont les racines se rapportent, 


' ON 
soit aux points K et K’si elles appartiennent à ai? soit aux points c; 


(i =1, 2,3, 4) de la conique pour lesquels la génératrice du cône est 
normale à la conique ; ces derniers points s’obtiennent par la Géomé- 
trie, en projetant orthogonalement le sommet du cône sur le plan de la 
conique et menant du point ainsi obtenu les normales à la conique. 

B est nul identiquement, si ces derniers points sont indéterminés, 
ce qui a lieu seulement pour les enveloppes de sphères. 
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L’équation (2) se simplifiera si les polynômes A et B ont des ra- 
cines communes, ce qui ne peut avoir lieu que dans les deux cas 
suivants : 

1° La caractéristique du plan de la conique variable est une directrice 
de cette conique ; 

2° Le sommet du cône se projette orthogonalement sur le plan de la 
conique en un foyer de cette courbe. 


Dans ces deux cas, les degrés des polynômes A et B s’abaissent de 
deux unités. Si les deux conditions se trouvent remplies simultané- 
ment, l'équation se réduit à une équation de Riccati, et les coniques 
génératrices de la surface sont partagées homographiquement par leurs 
trajectoires orthogonales. Nous reviendrons, dans un instant, sur ce 
cas intéressant. 

Nous sommes amenés ainsi à étudier la surface engendrée par une 
conique variable, avec cône circonscrit, le sommet du cône se proje- 
tant orthogonalement en un foyer de la conique. Imaginons (fig. 6) un 


Fig. 6. 


JS 


système d’axes rectangulaires variables composé de l’axe focal Fx’ de 
la conique, de la perpendiculaire Fy’ à cet axe dans le plan de la co- 
nique et de la normale Fz’ au plan de la conique menée par le foyer. 
Appelons abc, a,b,c,, a,b,c, les cosinus directeurs de ces axes mo- 
biles par rapport à des axes fixes rectangulaires. Soient ay, Vo, Z les 
coordonnées du foyer; s l’are de sa trajectoire pris comme variable 
pour fixer la position de la conique; «, 8, y les cosinus directeurs de la 
tangente à cette courbe relativement aux axes mobiles. Nous détermi-- 
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nerons un point M sur chaque conique au moyen de Fangle polaire 6 
2 que fait le rayon vecteur de ce point avec Fx’. Les coordonnées de ce 
point sont 


wee Pp cosé MU opsia dg 
—  T+ecoss 7 1+ecosd’ 


p désignant le paramètre et e l’éxcentricité de la conique. Il faut en- 
core adjoindre à ces formules celles qui permettent de passer des axes 
mobiles aux axes fixes, et inversement. 

On en déduit pour les paramètres directeurs des tangentes aux 
courbes s — const. et 0 — const., par rapport aux axes mobiles, les 
quantités suivantes 


| Fz! | Eyl? Fz! 
a CE 1 dy ! SS Ae 1 
§ = const. alle rond Pee ee y—va'+uy 
po ey ee 
5’ = const. 90 | 06 O 
en posant 
da, db, de, 
U = A, oF 1 D» as + Co d a 
da, db, de, 
MNT SD As? 
a db de 
Be ee . Roe 7 


* 


L’équation du plan tangent à la surface ainsi engendrée, en un point 
. £ . ,, . 
de coordonnées (50), par rapport aux axes mobiles peut alors s’écrire 


[æ'(e + cos0)+ y'sin0 — p][y(1+ e cos@) — ep cosû + up sin 6] 


eal ME Rare + (146089) (e-+-a.0089-+ Bsin6)—wpesin |. 
ds ds ds 


Si l’on écrit que ce plan va passer par un même point (æ'y’z"), quel 
que soit 6, on obtient, pour déterminer les coordonnées de ce point, cing 


pots. 
Let i A, in 4 L D 
wa ie 
. ) ae ae 
équations: © oe 
qu , L aye vp) —upy'=«aes', 


ups! + (ye — op) y= Bes’, oe 


7 ; MES à 
: , i 4 dp \ Ts e” Fo 
(ex'—p}(ye—vp)+ par=[ate+n+e ss —p Ie, 
i A FE + 7 


si 


up(ex'—p)+yy' =(B —wpe)z’, 


d 3 
y(ea! ~p) upy'=(P + ce). 


En écrivant que ces cinq équations à trois inconnues ont une solu- 
tion, on obtiendrait deux relations entre les données, et cela pourrait 
conduire à une méthode cinématique pour l'étude des surfaces en 
question. ue : 

Revenons au cas particulier qui nous intéresse; le sommet du cône 
est sur Fz’. 

Posons donc 


Il vient 


et 


La trajectoire du foyer est donc normale au plan de la conique. Si 
l'on appelle w et & la courbure et la torsion de cette courbe, € langle i 
de sa normale principale avec l’axe focal de la conique, on montre ai- 4 


D: sément que l'ona 
= 6) SINE, 
v= 4) COSE, 
W—=—TD + 3 
ds 


Les conditions restantes deviennent alors 


d, Ae, et de e 
3 HOOVER, x GP ORES LE A SS à 
(3) TE TT (0 i) want 


ans > 2 : 
( fs NES TS 
; sa LL rs À | 4 


On peut choisir arbitrairement la trajectoire du foyer (w et &) et 
langle ¢ de l'axe focal avec la normale principale a cette courbe; les 


ER aw À 


FT 


‘ 


ro A 


- 
Es. 
j 
L 
3 
À 
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relations 

de d 
(4) — = Cote (w ds — de), ie. 

e | @ GOSe 


détermineront la grandeur de la conique dans chacune de ses positions; 
cela n’exige que des quadratures. On voit de plus que, la trajectoire du 


foyer étant une courbe arbitrairement choisie, les trois quantités “, 


ds 
de de À à . . 
7 © — 7 Sont nulles en même temps; le cône circonscrit est alors 


un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de la 
conique, le paramètre et l’excentricité sont constants, c’est-à-dire que 
la conique est de grandeur constante; enfin, l’axe focal de la conique 
engendre une développable. L'une quelconque de ces conditions géo- 
métriques entraine les autres. 

Si les conditions (4) sont remplies, le plan ie la conique restant 
normal à la trajectoire d’un foyer, les degrés des polynômes A et B s’a- 
baissent de deux unités dans l’équation (2); cette équation se réduira à 
une équation de Riccati si, de plus, la droite polaire de la trajectoire C 
du foyer est la directrice correspondant au second foyer de la conique. 
Cela exige d’abord € = o et, par suite, 


(0) m=0, de — w dp. 


Si l’on écrit encore que le centre de courbure de C (qui est plane) 
est au pied de la seconde directrice, on trouve 


(6) Hp er }emer = e*), 
La comparaison avec (5) suivie d’une intégration donne 
(7) pe=tl(i—e), 


/ désignant une constante arbitraire. Cette relation indique que la dis- 

tance focale de la conique est constante et égale à 2/. On pourra choisir 

arbitrairement la trajectoire plane d’un foyer; la trajectoire de l’autre 

est alors une courbe parallèle à la première dans son plan; la distance 

focale étant égale à 2/, le paramètre et l’excentricité de la conique 
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sont fournis par les formules 


lo) i 2 ey 
(8) tae see ee 


Nous allons reprendre cette recherche des trajectoires orthogonales 
et montrer que l’existence d'un cône circonscrit le long de chaque 
conique ne simplifie pas, en général, l'équation différentielle dont dé- 
pendent ces courbes. Si l’on se reporte aux équations d’une surface 
engendrée par une conique qui se déplace d’une façon quelconque, on 
trouve pour l'équation en question 


P Ebert 2e cosd) + (1-+ecos9)?(— asin§ + 6 cos0 + Be + wp) 


(9) d d 
: LP € we 
+-e sin 0 É (1+ ecos9) — pcos8 =| à 


Cette équation est indépendante de w et ¢, et, si l’on suppose qu’il : 


existe un cône circonscrit, les deux conditions que l’on obtient ren- 
fermant ces mêmes quantités, le nombre des fonctions arbitraires qui 
figurent dans (9) ne se trouve pas diminué. 

Effectuons le changement de variable 


(10) do = ds\/1— y?. 


L’équation (9) est remplacée par 


/ 2 
Vi y 
+ esin0[dp(1 + ecas®) — p cos0 de] =o, 


+ pai(r-e'--aecns6) + (1+ ecose)| sin(e—O)+esine+ 7B | de 
11 


où l’on a posé 


Cette équation nouvelle peut être envisagée comme l'équation des 


trajectoires orthogonales d’une conique qui se déplace dans son plan, 


pete désignant son paramètre et son excentricité, o l’are de la tra- 
jectoire d’un foyer de cette conique et ¢ l'angle de l'axe focal de cette 
conique avec la tangente à I. La vitesse angulaire du système des 
axes de la conique par rapport aux axes fixes est à chaque instant 


PR NN PRE 
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, \ Ww * 9 . . , . . . 
égale a >=== Si l’on introduit dans cette équation la fonction in- 
pr 


connue r= —? —, elle prend la forme suivante : 
| I+ ecosd 


(111) sin 9dr + pdd + | sin(e 0) + EZ -e sine | de =. 


rs 


Nous voyons ainsi que l’on peut toujours ramener la recherche des 
trajectoires orthogonales d’une famille quelconque de coniques dans 
l’espace à une recherche semblable pour un système de coniques dans 
un plan. Toutefois, nous avons supposé, au début, le foyer de la co- 
nique variable, puisque nous avons pris comme variable indépendante 
l'arc de sa trajectoire; puis, lors du changement de variable (10), 
nous avons supposé 1 — y? non nul, c’est-à-dire le plan de la conique 
non normal à la courbe décrite par le foyer. 

Bans le premier cas, si l’on prend une variable indépendante quel- 
conque £, l’équation des trajectoires orthogonales devient 


oe | pdo(t+ e®+ 2e cos@) + wp(1+ ecosô) dt 
\ co + esin§[dp(1+ ecos@) — p cos@de| =o, 


en posant, cette fois, 


ee ee 
te ap ep aE 


Dans le second cas, si l’on appelle & la torsion de la courbe décrite 
par le foyer, € l’angle de l’axe focal de la conique avec la normale 
principale à cette courbe, on obtient 


pdo(i+ e?+ 2e cos0) + p(de — wds)(1 +ecosô) 


(13) + esin6[dp(1+ecos9) — p cosôde] = 0. 


Ces équations (12) et (13) deviennent identiques si l’on prend 
de ads Sw dt, 


et conviennent également toutes deux aux trajectoires orthogonales 
d’une famille de coniques ayant un plan fixe et un foyer fixe. La 
dernière peut encore se mettre sous l’une quelconque des deux formes 
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suivantes : 


(14) [r(e?—1)+ 2p]dr +p [a de — dp | + presin@(de — wds) — 0, 
I x 
p(d0 + de — wds) + esin@dr =o. 


Les trajectoires orthogonales d’un système de coniques ayant un 
foyer fixe dans un plan fixe s’obtiennent aisément dans un certain 
nombre de cas simples, par exemple lorsque le système se compose de 
cercles concentriques, de paraboles homofocales, de coniques homo- 
focales, ete. Nous allons retrouver ces cas simples pour les systèmes 
correspondants de l’espace au moyen des équations (14). D'abord, 
leur forme est indépendante de la courbure de la trajectoire C du foyer 
dans l’espace, et elles ne sont pas modifiées si l’on augmente € d’une 
quantité constante. Appelons & les différentes surfaces réglées engen- 
drées par les normales à C et découpant sur la surface proposée les 
trajectoires orthogonales de ses coniques; soit S la surface gauche 
engendrée par l'axe focal de la conique : si l’on augmente € d’une quan- 
tité constante, c’est-à-dire si l’on fait tourner les génératrices de S d’un 
même angle autour de C, la fonction 4 ne sera pas modifiée et les nou- 
velles surfaces & ne seront autres que les anciennes dont les généra- 
trices auront suivi le mouvement de rotation des génératrices deS. Dans 
le plan, cela reviendrait à supposer que l’on a fait tourner toutes les 
coniques d’un même angle autour du foyer commun : toutes les tra- 
jectoires orthogonales auront ainsi tourné du même angle. 

Plus généralement, si l’on suppose que de — & ds conserve la même 
valeur, l'équation à intégrer ne change pas. 

Si de — wds — 0, c'est-à-dire si l’axe focal de la conique engendre 
une développable (ou s’il a une position fixe dans le plan), la première 
équation (14) devient 


(15) [r(e?—1) + apjedr + p[(p — r)de — edp|=o. 


SI e est constant, c'est-à-dire si les coniques restent semblables à 
ALES ; snviati 'intècore : di inté 
elles-mêmes, cette équation s'intègre immédiatement; son intégrale est 


Lp +-r(e—1)]*"[p — r(e+1)]*+! = const. 


= 


= 
4 
4 


¢ 
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En particulier, si e = 1 (paraboles homofocales dans le plan), cette 
intégrale se réduit à 


et donne une construction géométrique des trajectoires cherchées. 
Si les deux polynômes du premier degré par rapport à r qui figurent 
ma . Gee to * . . 
dans l’équation (15) sont divisibles l’un par l’autre, c’est-à-dire si p 


et e sont liés par la relation 


de _pde—edp 


qui admet pour intégrale 
pe=tl(i —e), >: 


/ désignant une constante arbitraire, cette équation (15) se réduit à 


RES LA 
e? 


dont l'intégrale est 


l 
—— ë + const. 


La surface correspondante est engendrée par une conique dont le 
plan est normal à la trajectoire d’un foyer et dont l’axe focal admet 
une enveloppe; de plus, la distance focale de cette conique est con- 
stante (coniques homofocales dans le plan). C’est ce qui a lieu pour 
les surfaces particulieres que nous avons rencontrées plus haut et 
dont les génératrices coniques sont partagées homographiquement par 
leurs conjuguées. 

Enfin, si la conique variable est un cercle de rayon r, la seconde 
équation (14) se ramene a 


d(§-+«&)—wds — 0. 
Les surfaces X sont alors les développables engendrées par les nor- 


males à C; les coniques correspondant aux génératrices de la surface 
dans le plan sont des cercles de centre fixe. 
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Remarque. — La méthode cinématique que nous venons d'indiquer 
peut s’appliquer encore en prenant comme variable l’arc de la courbe 
décrite par le centre de la conique; on retrouve ainsi très facilement, 
et par des calculs quelquefois plus simples, les résultats que nous ve- 
nons de démontrer sur les trajectoires orthogonales des coniques. 

On vérifie très aisément aussi de cette façon que, si la surface est | 
engendrée par des cercles, c’est une enveloppe de spheres ou bien le 
plan du cerele a une direction constante. Si la conique de contact est 
une section principale du cône circonscrit sans être un cercle, elle 
reste semblable à elle-même dans son déplacement, et l’axe de ro- 
tation du trièdre des axes formé par les axes de la conique et la per- 
pendiculaire à leur plan se trouve dans le plan de cette conique; etc. 


Élément linéaire. 


Si nous reprenons les formules générales 


Vs Ee 
z2=X+— 
N’ 


et si nous posons 


7 MD pe Peek 
ni + n° + ni 


Rire X) ote dr NYP at (7) a Say 


nous trouvons facilement pour l’expression du carré de |’élément li- 
néaire de la surface générale 


> &?/0N à À ON OR Ox? oy 03 \? 
= — dit qe due se Lilies) ASUS 
id NF (ax) « "No 9p 7 el Lae) (a) | (on) Ja 


Lorsque la surface est une enveloppe de sphères, & est indépendant 
de x, et, en tenant compte de l'identité 
on: On, Ons ON 


Ga + Ng Op. + Ns du =hRIN Op. 


il vient 


dd DST UN : fon \? fon? On; TONS? 1 
Maat oy) tee [ait tel oe) ke) eB aA 


1 
- 
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La quantité placée entre crochets peut s’écrire 
AIG + 91)? + (pate + qu) + (pap + qu) — RA(Pu + QY], 
et, en vertu de l'identité 
ni+ni+ni—RN?=0o, 
elle se réduit à une fonction de À; on a alors 


N \2 
Nedst ne (UE ) de + 4 (qi + gi + gi — MQ) ae. 
Cette forme conduit à une remarque intéressante : Le coefficient de 


du” étant indépendant de x, le système des lignes de courbure de la 


: le . ON 
surface sera en même temps un système isotherme si Ou 
seule fonction de w figurant au second membre, est de la forme 


> qui est la 


JU) x (KB). 


; ON a 
Mais alors => a ses racines » constantes, et les cercles passent par 


deux points fixes ainsi que les spheres enveloppées. On a donc le théo- 
rème suivant déjà démontré par M. Demartres (Annales de l’École nor- 
male, 3° série, t. Il) : 


Les seules surfaces enveloppes de sphères pour lesquelles les lignes de 
courbure forment un système isotherme sont celles pour lesquelles les sphères 
passent par deux points fixes. 


Ce sont aussi les surfaces inverses de cônes. 

L'expression trouvée plus haut se simplifie également pour les sur- 
faces enveloppes de cônes de révolution et non enveloppes de sphères. 
Mais un calcul direct permet de l’écrire 


dV \* Bene a 3 int V ANSE : 
Ae (0 cos @ + PE ) — sin? V[ Ads + w sing dg |? +- sin @) COS + =) (uds — do)?, 


en posant 


2 2 (3 eas D) cos = 2 cov (S*)' ah 
A — w? cot Vcos?9 + | 36 co ds. ser Cre vas) ds. 


D 


\ 


p= w+ cotV sing. 


tielle ag ire a eninge tie coniques ( e 
voit que les trajectoires orthogonales de ces s conjuguées 0 
par l’équation 


*, 


AS 


ds TA 


« sing ce + w? cot V COS? + fe couv Ov — “cose + acot¥( 3) = 
Cette dernière, où l’on prend cos? comme inconnue, est une ‘équa- 
tion de Riccati. Il n’en résulte pas cependant que les coniques de la 
surface soient partagées homographiquement par les trajectoires ortho- 

- gonales des conjuguées, car leurs coordonnées ne s'expriment pas ra- 
tionnellement au moyen de cosy. On remarquera encore que l'équa- 
tion à intégrer ne dépend pas de la torsion de la courbe décrite par le 
sommet du cone. 


De A 1 


EXTENSION DE LA MÉTHODE DE JACOBI 


POUR INTÉGRER 


UNE SEULE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
A UNE FONCTION INCONNUE 


DONT LES DÉRIVÉES Y ENTRENT LINÉAIREMENT, AU CAS D'UN SYSTÈME PASSIF 
D’ÉQUATIONS DE CETTE SORTE EN NOMBRE QUELCONQUE, 


Par M. Cu. MERAY, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON. 


a 


1. La solution, maintenant classique, donnée par Jacobi au pro- 
blème de l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre et linéaire, est extrêmement remarquable parce qu’elle 
semble marquer d’un premier jalon la route à suivre pour venir à bout 
du problème si ardu et si important de la recherche des intégrales 
d’un système quelconque d'équations différentielles : ramener ce sys- 
tème à la forme linéaire (ce qui est facile), puts faire dépendre son inte- 
gration de celle d’un système auxiliaire dont les intégrales contiennent 
comme éléments d’indétermination, non plus des fonctions, mais de sim- 
ples constantes arbitraires. À ce titre, aucune extension de la méthode 
de Jacobi n’est dépourvue d'intérêt, si limitée d’ailleurs qu’elle soit. 
Je vais en indiquer une des plus naturelles et profiter de l’occasion 
pour améliorer en plusieurs points la démonstration en usage. 

Je commencerai par l’exposition sommaire de certaines considéra- 
tions générales, qui sont indispensables pour traiter la question et 
même pour la poser convenablement. 


2. Pour exprimer qu’à partir de tout système de valeurs particu- 
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lières de æ, y, ..., tombant à l’intérieur d'aires données Sas Dos 
f(x +h, y +h, ...) est développable en une série entière par rapport 
à À, k, ..., dont les rayons de convergence sont au moins égaux a 
des quantités positives données ©,, dys .., je dis que la fonction 
Str yee yest olotrope dans les aires Sz, Sy, ... avec les olometres 6x5 
Of, bias 

Puis, revenant aux idées de Lagrange, j'appelle simplement de- 
rivée de f(x,y,...) d'ordres p, q, ... par rapport à x, y, ... Pes 
pectivement, le produit /%*-)(a, y,...) obtenu en multipliant par 
(1,2,...,p)(1,2,...,q)... le coefficient de 74, ... dans la série 
dont il s’agit. 

A ce point de vue, les intégrales des équations différentielles ne peuvent 
être conçues autrement qu olotropes, puisque, si elles ne jouissaient pas 
de cette propriété, on ne saurait même pas former leurs dérivées 
dont la substitution dans ces équations est exigée par leur vérifica- 


tion. 


3. Un système quelconque d'équations différentielles étant donné, 
des moyens très simples en théorie permettent toujours de l’amener, 
cela même souvent de plusieurs manières, à la forme spéciale que j'ai 
nommée immédiate et sur laquelle seulement il devient possible d’éta- 
blir des propositions générales. 

Les caractères fondamentaux d’un système immédiat sont les sui- 
vants : 


I. Il est du premier ordre par rapport à toutes les fonctions inconnues, 
et les équations qui le composent ont pour premiers membres des dérivées 
(premuëres) des fonctions inconnues, pour seconds membres des fonctions 
composées données, tant des variables indépendantes que des fonctions 
inconnues et de celles de leurs dérivées (premières) qui ne figurent dans 
aucun premier membre. 


Pour la clarté des choses, il convient d'écrire ces équations dans 
les cases d’un Tableau quadrillé, en plaçant toujours dans une même 
colonne celles dont les premiers membres sont des dérivées d’une 
même fonction inconnue, toujours dans une même ligne celles dont 
les premiers membres sont des dérivées de diverses fonctions in- 
connues prises par rapport à une même variable. 


EXTENSION DE LA MÉTHODE DE JACOBI, ETC. 219 


II. Pour chaque fonction inconnue, j'ai appelé principales, celles des 
variables indépendantes par rapport auxquelles sont prises les déri- 
vées de cette fonction constituant les premiers membres des équa- 
tions de la colonne correspondante du Tableau du système, et para- 
métriques, les variables qui ne sont pas principales pour la même 
fonction. | 

J'ai appelé encore dérivées parametriques d'une fonction inconnue, ses 
dérivées de tous ordres engendrées par des différentiations intéressant 
ses variables paramétriques seules, à l’exclusion de toute variable 
principale, et dérivées principales, toutes celles dont la formation exige 
une différentiation au moins par rapport à quelque variable princi- 
pale. 

En différentiant de toutes les manières possibles les équations du 
système considéré, on obtient une infinité d’autres équations diffé- 
rentielles auxquelles les fonctions inconnues doivent également satis- 
faire, et les premiers membres de l’ensemble fourni par ces nouvelles 
équations et par les proposées sont précisément les diverses dérivées 
principales de ces fonctions. Quand le nombre des variables princi- 
pales pour quelque fonction inconnue surpasse 1, on peut même 
retrouver une même dérivée principale dans les premiers membres 
de plusieurs équations distinctes de l’ensemble en question. 

Cela posé, le second caractère d’un système immédiat consiste en 
ce qu’il est possible de ranger les équations de l’ensemble indefini dont il 
sagit, dans un ordre tel, que toutes les dérivées principales figurant dans 
leurs seconds membres puissent en être éliminées par la simple substitution 
faite à chacune d'elles, de l’une de ses expressions débarrassée de toute 
dérivée principale, que les éliminations antérieures ont fournies. 

Cette élimination progressive des dérivées principales transforme 
l’ensemble des équations différentielles dont nous venons de parler en 
un autre équivalent, qui fournit ainsi toutes les dérivées principales des 
fonctions inconnues (cela souvent même de plus d'une manière) en fonc- 
tions composées des variables indépendantes, des fonctions inconnues et 
de leurs dérivées paramétriques seulement. 

J'ai appelé ultimes, les expressions spéciales des dérivées principales 
et aussi les formules les fournissant, qui résultent des éliminations 
successives ci-dessus mentionnées. 
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4. Les intégrales possibles d’un système immédiat se partagent en 
deux classes à distinguer soigneusement : 

I. Les intégrales ordinaires dont les valeurs-à elles-mêmes et à leurs 
dérivées paramétriques tombent toujours, avec les valeurs des va- 
riables indépendantes auxquelles elles correspondent, en dedans des 
limites où les fonctions composantes qui ont servi à former les se- 
conds membres des équations différentielles du système proposé sont 
toutes olotropes ; 

II. Les intégrales singulières pour lesquelles une au moins de ces 
composantes cesse d’être olotrope dans les circonstances ci-dessus dé- 
finies (1). 


5. On ne peut pas différentier les équations proposées après y avoir 
substitué des intégrales singulières aux fonctions inconnues, parce 
que, si les fonctions simples entrant dans leurs seconds membres 
sont olotropes, les composantes ayant servi à former ceux-ci ne le 
sont plus toutes, et qu’ainsi les conditions essentielles de la règle de 
différentiation des fonctions composées ne sont plus remplies. Les for- 
mules ultimes ne sont donc pas applicables à de pareilles intégrales, 
et leur existence même est précaire. Leur recherche (quand il y en a) 


se ramène toujours, en dernière analyse, à celle des intégrales ordi- 


naires de quelque système immédiat auxiliaire. 


6. Mais les formules ultimes sont applicables aux intégrales ordi- 
naires. En appelant alors 


() Los Jo 


un système de valeurs initiales attribuées aux variables indépendantes 
x, y,..., elles donnent, quand on y réalise l'hypothèse numérique 
= Lo, Y —= Yo +++, les valeurs initiales de toutes les dérivées prin- 
cipales d’un groupe déterminé de semblables intégrales, exprimées au 
moyen de celles des variables indépendantes, de ces intégrales elles- 
mêmes et de leurs dérivées paramétriques. 
Si donc on connaît simplement ces deux dernières sortes de valeurs ini- 
Liales ou, ce qui revient au méme, pour chaque intégrale, sa détermination 
initiale, je veux dire la fonction de ses seules variables parametriques à 


| 
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laquelle la réduit l'attribution à ses variables principales de leurs valeurs 
dans la suite (x), les formules ultimes fournissent tous les éléments com- : 
plémentaires qui sont nécessaires à la reconstruction par la formule de 
Taylor, des développements des intégrales considérées en séries entières 
par rapport aux différences x — x, y — yo, +++. 

Il résulte de cette observation qu'on obtiendra les seules fonctions 
pouvant étre des intégrales ordinaires, en sommant toutes les séries con- 
vergenles que peuvent ainsi fournir les formules ultimes, quand on adopte 
pour déterminations initiales hypothétiques des fonctions inconnues, tous 
les systèmes imaginables de fonctions de leurs divers groupes de va- 
riables paramétriques [à condition, bien entendu, que ces dernières 
fonctions soient olotropes, que leurs valeurs initiales et celles de leurs 
dérivées premières tombent avec les quantités (1) en dedans des limites 
où les composantes des seconds membres des équations différentielles 
proposées sont toutes olotropes |. 


7. Dans cette recherche des intégrales ordinaires, il faut encore dis- 
tinguer deux cas bien différents : 


I. Il y a des dérivées principales des fonctions inconnues, pour cha- 
cune desquelles les formules ultimes donnent plusieurs expressions en fonc- 
tions composées à composantes distinctes, des variables indépendantes, des 
fonctions inconnues et de leurs dérivées parametriques. 


Ce cas ne peut se présenter que si quelque fonction inconnue offre 
plus d’une variable principale. Quand on s’y trouve, la coincidence 
numérique indispensable entre les valeurs initiales fournies par les 
formules ultimes, pour une même dérivée principale de cette espèce, 
est essentiellement subordonnée à la possibilité de choisir les détermi- 
nations initiales de manière à l’assurer. Cette possibilité n'existe pas 
‘toujours non plus que les intégrales; à cause de leur existence contin- 
gente analogue à celle des intégrales singulières, je leur ai donné le 
nom d'intégrales exceptionnelles. 


IT. Aucontraire, les formules ultimes fournissent toujours, pour une de- 
rivée principale quelconque, soit une seule expression, soit plusieurs qui 
sont identiques les unes aux autres. 


La coincidence numérique mentionnée ci-dessus est alors assurée, 
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quelles que soient les fonctions des variables paramétriques choisies 
pour déterminations initiales des fonctions inconnues. Pour exprimer 
que le système des équations différentielles considérées jouit de cette 
propriété, je dis qu'il est passif. 

Les systèmes passifs sont de beaucoup les plus importants, et la re- 
cherche des intégrales exceptionnelles d’un système qui ne l’est pas 
revient toujours finalement à l’intégration d’un système auxiliaire qui 


l’est. 


8. En appelant complexes les dérivées principales d’une fonction in- 
connue, dont les différentiations génératrices intéressent plusieurs va- 
riables principales différentes, la condition nécessaire à la passwité d’un 
système immédiat d'équations différentielles se formule dans les termes 
suivants : 

Il faut et il suffit, ou bien qu'aucune fonction inconnue n'ait de deri- 
vées complexes, c'est-à-dire que, pour chacune d'elles, le nombre des va- 
riables qui sont principales se réduise soit à 0, soit à 1, ou bien que, pour 
chacune de leurs dérivées complexes du second ordre, les expressions four- 
nies par les formules ultimes soient des fonctions composées à composantes 
toutes identiques, tant des variables indépendantes que des fonctions in- 
connues et de leurs dérivées paramétriques. 


9. La convergence des développements des intégrales hypothétiques 
d'un système immédiat passif et, par suite, l'existence effective d’inte- 
grales répondant a des determinations initiales données, sont certaines dans 
le cas où ce système est, en outre, régulier ou bien semi-régulier, mais 
incertaines dans les autres cas. 


Pour abréger, je n’entrerai dans aucun développement sur cette con- 
dition complémentaire qui est remplie pour les systèmes que nous 
avons à considérer ici. 


10. Quand les développements dont il s'agit sont convergents, leurs 
sommes sont toujours des intégrales du système des équations différentielles 
considérées. 


11. Les diverses propositions qui précèdent sont exposées en détail 
dans deux Mémoires que j'ai publiés récemment avec le concours de 
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M. Riquier ( Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 3° série, 
t. VI et VIT; 1889 et 1890); celles que je vais encore énoncer le seront 
bientôt dans l’Ouvrage en préparation dont ces deux Mémoires ont été 
extraits. 

Les systèmes immédiats se partagent en deux grandes classes, selon 
la qualification des variables indépendantes relativement aux fonctions 
inconnues. 

La première contient les systèmes d'équations différentielles éosales, 
pour chaque fonction inconnue desquels toutes les variables sont prin- 
cipales. 

En appelant g le nombre des fonctions inconnues u, ¢, ...; A celui 
des variables indépendantes x, y, ...; et U,, eas Ne Mon 
composantes données à À + g places, un pareil système est de la forme 


du ; dy 

Tap = Ur(t, se... u,9,...), Tae Vt hs 7... u,v,...), a 
(2) { du dy 

dy —— Une; 4) > ue ), dy eV Sal’, 7 UY, } , 


Les seconds membres ne contiennent aucune dérivée: les détermi- 


nations initiales des intégrales se réduisent aux simples constantes qui 


h(h—1) 


constituent leurs valeurs initiales. Il y a g conditions de passi- 


vité dont le type est 


RAR . dU, = 2,4, aU, dUy (= du ) 
ap du EN ius Nr. rs ae a (ie } cn iV. be eos = dx dy > 
quelles que soient a, y, ..., u, 9, .--5 considérées un instant comme 


h + g variables, toutes indépendantes les unes des autres. 

La deuxième classe contient tous les systèmes dans lesquels une va- 
riable au moins est paramétrique pour quelque fonction inconnue ; 
on peut les appeler des systèmes d'équations différentielles partielles. 
Elle comprend notamment toutes les équations dites aux dérivées par- 
tielles. 

La variété sans limite des systèmes de cette sorte en rend impos- 
sible toute notation précise. Leurs propriétés générales ne sont encore 
qu’entrevues. On considère leur intégration comme achevée quand on 
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l'a ramenée à celle d’un système auxiliaire d’équations différentielles 
totales. C’est précisément une réduction de ce genre que nous allons 
exécuter. 


12. Nous aurons à nous appuyer sur ces diverses propositions gé- 
nérales concernant le système (2). 


I. Quand il est passif, toutes ses intégrales ordinaires sont contenues 
dans des intégrales générales 


WS ULES Vass yds Ugur els 
(3) Toot | pa est Let | eh 


oa eee le ele ee ee Sie a 6 6/6 ele ue ot ee + 


formules ov, ©, ... sont g certaines fonctions olotropes de x, y, ...et 
de g nouvelles variables (ou constantes arbitraires) C,, Cy, ..., Cg, dont 
le déterminant différentiel par rapport a C,, Cy, ..., Cg (déterminant 
des g° dérivées premières de ces g fonctions prises par rapport à ces g va- 
riables) est essentiellement différent de o. | 


Il. La resolution des formules (3) par rapport aux constantes arbi- 
traires donne les g équations 


Cr hg Cg dr ue 
Gr NE NE 


dans lesquelles, en considérant un instant x, y, ..., u, 9, ... comme 
h + g variables indépendantes, les g fonctions T,, ..., T, sont olotropes 
8 & 1 rig P 


et ont, par rapport aux g variables u,v, ..., un déterminant differentiel 
non identiquement nul. 


IT. Chacune de ces fonctions l satisfait au système de h équations 
différentielles partielles 


+ Ur + Vi +...—=0, 


x 
dx du 


| ar av ead 
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13. Nous aurons encore besoin du théorème suivant, emprunté à 
une autre théorie : 


Us ANA) 
1.2...(7 +1) 


; Ji (liste ta) 
CAS RMS fi 


déterminants différentiels des m + 1 fonctions 


bate, bas ea eae 
if (41, bo, 9,0) Li's 


pris par rapport à toutes les combinaisons m +1 a m+1 des n( >m) 


variables indépendantes t,, ty, ..., t, sont tous identiquement nuls et si, 
m(n—t)...(n— 


armt les 
P eee 


x ml p . 1 : 
) déterminants différentiels des m pre- 


. micres pris par rapport aux diverses combinaisons m à m des mémes va- 


riables, il s'en trouve au moins un qu ne l’est pas, la dernière fonction f 
se réduit à quelque fonction composée des m premières. 
14. Nous pouvons maintenant aborder le problème à résoudre : 


Trouver toutes les intégrales ordinaires d'un système immédiat passif 
de p équations différentielles 


du du du 
A hr te A 
dx, 1,0 At, du, x À nu, 
LAN. CV AO ENRE TRE kB: tole SERA NE OP ACTES 4 
du du du 
=—A,,+A>1.—-— +s 
dx p30 PA Psd 1G, 


“9 


a une seule fonction inconnue u des p variables principales æ,, x,, .. 
ps et des q variables parametriques u,, u,, ..., Ug, toutes ces Equations 
étant essentiellement supposées linéaires par rapport aux dérivées de u, et, 
FDU eae a ee désignant certaines fonctions composées don- 


+ 
1 Lz à 
tu, Ups I leer dey, ag, a> à 


Pp? 
Wp eligi > Ug, SEULEMENT: 


I. Nous avons d’abord à former les conditions de passivité du sys- 
teme (5). : 
La différentiation par rapport à a, de la mi équation donne une 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Jumter 1890. 29 


4 


p remiere expression 


savoir : ; FE 


ret 8 ù 
au in th _ dAw, 0 oy ms 1 ie du : ow 
dim di,dln aL py ree du; 
IA . 
i=] 
dA © dA,1 du | Bu 
Tir te du; a Skee du;dx, 
; it i=l 
En y substituant à 5% os A " 
et as ais - celui de la même équation ditteren thee | par rapport à 
Xn 
du _ dAnw  WdAny du 
du;dæ, — du; du; du; 
= 
à ‘ I= PR 
ease Fr d'A, du \ du du se 
ll = => du du; Te Mi du; du; ~, "10 
7 : ’ jet ee! 


on obtient une première expression ultime [m, n ] de la même dérivée 
complexe seconde. 

On trouve ainsi (en modifiant très légèrement la notation des in- 
dices courants) | 


ici Loan RS 


i __ dAm 5 dÂm,0 + OAs, 
Lan] == En SR Pee a ES > Ur TS 
i=1 4 
J=q i=q : 
BI ( Aas Boek a Ani 5 GAno _ 1 4Amo \ du 

dx, Me due lies EU a ets du; | 

J=1 i=1 > 

ee Cth heats A tins ey æ 

m,iAn,j “@. Qu u 
té > D = du du; du; ap > Ami A n,j du; du; 3 È 
; J f=1 ji =, fj=1 
4 Si maintenant on permute m,°7 dans cette formule, on obtient une 
fs j deuxième et dernière expression ultime possible [n,m] de RS 
* hse 
et la relation re 
5 
L. 
(6) [m,n]=[n, m], 

= quelles que soient x,, ..., Tps Uy, ++. Uy, U et les dérivées paramé- 
à L ad 


… : + 


ve ere de à 
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è | 
triques premières et secondes 2”, ©4, d# | 

J S a = : 
q P ei, (toutes ces quantités 


étant considérées comme autant de variables indépendantes les unes 
des autres) fournit le type des conditions de passivité du système cs). 
Pour les écrire toutes, il suffit de substituer successivement am, 72 
toutes les combinaisons deux à deux des entiers 1, 2, ..., p. 

Comme les dérivées paramétriques entrent d’une manière entière 
dans les deux membres de la condition générale (6), on les décompo- 
sera en d’autres intéressant des fonctions deæ,, ..., Xp, Uy, ..., u,, U 
seulement, en égalant dans les deux membres les coefficients des 
termes qui sont semblables relativement à ces dérivées. Si l’on néglige 
celles de ces nouvelles conditions qui sont satisfaites d’elles-mémes 
et si l’on écrit convenablement les autres après la suppression des 
termes qui s’y détruisent, il reste définitivement les conditions 


l=q l=q 

4 dAm,3 eG Au PU EF dA, à 

Ye dx y +2 du Pre “drm % pa duy Am,ts 
1=0 1=9 


quelles que soient, , 0.05 pp .thys «> vy Uys Ue 


p? hy 


: ; > d | ‘ : 
Dans chacune d’elles, il faut lire 7,’ Partout où le jeu des notations 


conduit à écrire + Il faut ensuite, pour les former toutes, prendre 
"0 


successivement pour J les nombres o, 1, 2, ..., g, puis pour m, n 
toutes les combinaisons deux à deux des entiers 1, 2, ..., p. Leur 


ls PCP —1) | 
nombre total est ainsi égal à (g + 1) —“—— et nous les supposons toutes 
salisfaites. 


(0) 
10 


Il. L'intégrale particulière du système (5) qu, pour x, = x 


L,= LS, Lp = TS , à pour détermination initiale 


ul) + O( Uy, Us...) Ug)s 


u® désignant une constante arbitraire et o(u,,...,u,) une fonction olo- 
trope des variables parametriques s’annulant quand celles-ci prennent 
leurs valeurs initiales u”, ..., uy, est de la forme 


(8) Bel ee: Do dl glances Mas Wen, UE) 
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où v est une fonction olotrope de æ,, ..., æ,, Uyy +++) Ug, et u, dont la 
dérivée, par rapport à cette dernière constante arbitraire est essentielle- 


ment différente de o. 


Pour abréger, je supprime la démonstration de cette proposition 
qui se fait exactement comme celle du théorème analogue mentionné 
ci-dessus (n° 12, 1). 

On en conclut immédiatement que l'expression de wu, tirée de cette 
relation, est une fonction olotrope de æ,, ..., æ,,u,,...,u,, u, dont la 
dérivée par rapport à w ne peut s’évanouir, et qu’ainsi toute intégrale 
ordinaire u du système (5) est fournie par la resolution d'une équation de 
la forme 

Dos: Mali 2.05 Hal) SU, 
c'est-à dire obtenue en égalant à une constante arbitraire quelque fonc- 
tion olotrope de x,,...,x,, Uy, ..…., u,,u, dont la dérivée par rapport au 
ne sévanouil pas et joussant de la proprieté de fournir des intégrales 
pour toutes valeurs attribuées à ul). 


IT. Toute fonction telle que V(x,,...,æx,,u,,...,u,,u) Satisfait au 
système d equations différentielles partielles, aux variables principales 
Ly, ..+, Lp, aux variables paramétriques U, U,, ..., U 


q? 

a _, a av pe) 
aay st da ees oes 
CON ee mr” © Michel ol «cette cls En eine ete ele boar Que els ; 


lineaire comme le proposé (5), mais en outre homogène el dont les coeffi- 
cents ..., An, ... ne renferment pas la nouvelle fonction inconnue T. 


SOIENT ri, ee #, #,,..., # des valeurs particulieres de x,, ..., xp, 
UW, Uy, ..., Uy pour lesquelles on veut constater que les équations (9) 
sont satisfaites, et considérons celle des fonctions u de x,, ..., 2 ps 
Uy, +++, U, fournies par la résolution de l’équation 


jh Ra El das hie LENS Can tly css Boy 8) 


qui se réduit à & pour &» = &,,, u; = 8}. 
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Cette fonction satisfaisant au système (5), comme nous l’avons vu 
dans l'alinéa IT, et la différentiation de l’équation précédente donnant 


dY dV 

7 a de de Le 
es dV AU; 0 dv” 

du du 


elle satisfait aussi aux équations (9), pourvu qu'on y considère u, non 
pas comme une nouvelle variable indépendante, mais bien toujours 
comme une fonction de æ,, ..., æ&,, u,, ..., Uz. Cela posé, si, dans les 
équations (9) envisagées de cette manière, on fait æy— E», u; = &;, 
u prend la valeur 8. Ces mêmes équations subsistent done encore pour 
les valeurs quelconques, ..., 6, 845 ++» 8, 8 des quantités ,, ..., 
Lp, Uy, ..., Ug quand on les considère comme les p + g +1 variables 
indépendantes de la fonction T. 

Il est évident d’ailleurs que T est une intégrale ordinaire du sys- 
téme (9); car, u étant une intégrale de cette espèce pour le système (5), 
les coeflicients ..., A,,,;,... sont tous olotropes pour les valeurs corres- 
pondantestde t,, ...,2,,U,, ..., u, et dew, lesquelles sont indépen- 
dantes les unes des autres à cause de la relation (8) et de l’indétermi- 
nation absolue de ui). 


IV. Réciproquement, toute intégrale ordinaire T du système (9), dont 
la dérivée par rapport à u n'est pas identiquement nulle, fournit, quand 
on l’égale à une constante arbitraire u, une équation dont la racine u 
est, quel que soit u), une intégrale ordinaire du système proposé (5). 


+ 


à Ae te ihe ie eet 
C’est ce que rendent évident la division des équations (9) par — > 


et la prise en considération des formules (10). 

Ainsi donc, pour obtenir toutes les intégrales ordinaires du système 
proposé (5), il suffit de résoudre par rapport à u les équations formées en 
égalant à des constantes arbitraires toutes les intégrales ordinaires du 
système (9), dont les dérivées par rapport à u ne sont pas identiquement 
nulles. 


V. Le système (9) est passif. 
ll est évident, en effet, que ses conditions de passivité, formées 


comme dans l'alinéa I pourle système (5), se résolvent exactement dans 
les conditions (7) que nous supposons essentiellement satisfaites. 
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VI. En considérant maintenant u, U,, ..., Ug comme gq HA fonctions 
des p variables indépendantes x,, ..., æ,, le système des équations diffe- 
rentielles totales 


Pra dit sate § ditty eh 
ax, be dx, ee % dx, 119 
(11) WP Ooo er one x 5 © role eer a 
ef) Dole \ diy LES au, A 
Dr EU pe dey Bake ; dat, PR 
est passif. 


Car la condition exprimant que les deux expressions ultimes de 
da? uy 
u,, est précisément celle des conditions de passivité (7) qui a été écrite 

en évidence (11). 


sont égales entre elles, quelles que soient @,,...,@p3 u,u,,..…, 


VII. Les fonctions T,(x,,..., CRT SORTE tha )s Papa VAR obtenues 
en résolvant, par rapport à leurs q + 1 constantes arbitraires, les formules 
qui donnent les intégrales générales du système (11), constituent autant 
d'intégrales ordinaires du système (9), dont le déterminant différentiel, 
par rapport à u, U,,..., U, nest pas identiquement nul. 


Ces deux points sont de simples conséquences particulières des pro- 
positions générales énoncées ci-dessus (n° 12, IT, IIL) sur les systèmes 
d'équations différentielles totales. 


VII. Toute intégrale ordinaire Y du système ( 9) se réduit à quelque 


fonction composée des fonctions T,, T,, ..., Foie 


Les g + 2 équations linéaires coexistant entre les g + 2 quantités 
1, —AÀ,,,..., — À,, dont la première n’est pas nulle, 


ar, dr, ay, 
dx, duos dd CR 
(ra RCA RS daar se av ; 
peek es q+1 — 
dx, du Aie du Ai — 0; 
av dY dY 


— —--A mie = 
dx, du du, 1,9 O, 


EXTENSION DE LA MÉTHODE DE JACOBI, ETC. 231 


entrainent immédiatement l'identité 


| ar, av, dr 
du dug dx, 
Myer dom Ayes) =o, 
du dug ax 
av Œ at 
du ditg dx, 


et l’on prouve de la même manière que les autres déterminants diffé- 
rentiels des fonctions T,, F,, ..., F,,,, T pris par rapport à toutes les 
combinaisons de leurs g + 1 variables u, u,, ..., u,, avec soit æ,, soit 
Ty, ..., Solt x, sont tous identiquement nuls. Comme, en vertu des 
groupes de relations linéaires analogues à (12), chacun des autres dé- 
terminants différentiels de ces g + 2 fonctions se réduit à une expression 
où les précédents entrent d’une manière linéaire et homogène, tous aussi 
sont nuls identiquement. La dernière fonction F est donc composée 
des autresT,,...,1,,, (13), puisque le déterminant différentiel de ces 
g +1 dernières, par rapport au, u,,...,u,, n’est pas nul (VIT). 


IX. Il est évident, réciproquement, que toute fonction composée 
d'intégrales du système (9) en est une aussi. On obtiendra donc toutes 
les intégrales de ce système en prenant toutes les fonctions composées pos- 
sibies des fonctions Wy, V2, . «+, Voi 


X. La marche à suivre pour intégrer le système proposé (5) est 
done exactement celle indiquée par Jacobi pour le cas d’une seule va- 
riable principale : 

+ On écrira le système auxiliaire (1 1) d'équations différentielles totales ; 
on obtiendra les fonctions T,, T,, ..., Tos, en résolvant, par rapport 
aux constantes arbitraires qu’elles contiennent, les formules fournissant 
ses intégrales générales; on résoudra enfin, par rapport. à u, l'équation 


G(T:, T, DO Ty) =O) 


formee en égalant a o (ce qui revient au même que st l’on égalait à une 
constante arbitraire) une fonction composée de V',, ..., V,,, dont la com- 
posante Q est arbitraire, sauf la condition d'engendrer une fonction com- 
posée dont la dérivée par rapport à u ne soit pas identiquement nulle. 
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15. Comme application très simple, considérons le cas où les fonc- 
tions A;,;sans indice nul se réduisent à des constantes, et où l’on a 


Aio=— &u — Vi, A3,0—=— dau — Va, Pat Apo=— @pu — Vp, 


@), Gay. Gp, désignant uussi des constantes quelconques et V., 
Nievieses 900 OF hein données des variables principales æ,, ..., os 
c ae a- dire où le système G ) se compose exclusivement d'équations 
linéaires proprement dites et à coefficients constants, avec ou sans seconds 
membres fonctions des variables principales. 

Les conditions de passivité (7) se réduisent alors à 


dV; dV; 
a;V; hile ps =a;Vit = a 


Quand elles sont satisfaites, l’expression 
Re i iach od 1h aa, ENV, dz,+-...-++ Va dæ,) 


est une différentielle exacte, et, en représentant par U quelque déter- 
mination de son intégrale indéfinie, la résolution des équations inté- 
grales générales du système auxiliaire (11) par rapport à leurs con- 
stantes arbitraires donne immédiatement 


u 


EU +H. +4 2, 


P= —U, 


avec 
Tin uj; + Aye, + Aid... + ADP 

DOUÉ 2, het Ys 

En appelant donc &(Y,, Y3, ..., Y,:,) une fonction composante arbi- 
traire de g variables, l'intégrale générale du système considéré est - 

u= [wo (Ts, Les, aie To41) tm U] Eb :2, FA, Ly hoe +A pL, 

formule dont l’exactitude est évidente. 

De simples quadratures permettraient encore d’acheyer Rs calculs, 
si V,,..., V, contenaient en outre les variables paramétriques ly, 
Uy, +++, Uy, Où bien si les seconds membres des équations (11) étaient 


tous des expressions linéaires à coefficients constants en u, u,, ..., u 


q 
augmentées de fonctions de æ,, a, ..., æ,. 


—  — 


RECHERCHES 


SUR LES 


SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE 


ET SUR 


CERTAINES SURFACES QUI S’Y RATTACHENT, 


Par M. C. GUICHARD, 


CHARGÉ D'UN COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CLERMONT-FERRAND. 


Les trois groupes suivants de surfaces : 1° les surfaces F à courbure 
totale constante; 2° les nappes focales S,, S, d’une congruence C, 
telle que les développables de C touchent S, et S, suivant leurs lignes 
de courbure; 3° les surfaces & qui admettent un réseau conjugué 
formé de lignes géodésiques, ont entre eux des relations tres étroites. 

Etablir les relations qui existent, soit entre les surfaces d’un méme 
groupe, soit entre surfaces de groupes différents ; profiter de ces rela- 
tions pour déduire de surfaces connues d’autres surfaces : tel est le 
but que je me propose dans ce travail. 

Les surfaces à courbure totale constante sont étudiées depuis long- 
temps. Je ramène leur détermination à l'intégration de l'équation 


TAPER 
(1) du de — sus 


et à la résolution d’une équation de Riccati, ce qui, au fond, ne dif- 
fere pas de la méthode de M. Weingarten. Malheureusement, on n’a 
pas pu jusqu'ici intégrer l'équation (1); la recherche des surfaces à 
courbure constante est une des questions difficiles en Géométrie. On 
a cherché alors des méthodes qui permettent de déduire d’une sur- 
face F connue une infinité de surfaces analogues. 

Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Aout 1&go. 90 


234 C. GUICHARD. 


Parmi ces méthodes, je citerai surtout celle de M. Bäcklund, qui 
comprend comme cas particulier celle de MM. Bianchi et Ribeaucour. 
M. Backlund montre que, si, dans une congruence, la distance focale 
est constante, si, de plus, les plans focaux font un angle constant, les 
surfaces focales sont des surfaces à courbure constante. J'ai donné 
une nouvelle expression analytique de la transformation de M. Bäck- 
lund, parce que certains résultats ainsi obtenus me sont utiles dans 
la recherche de quelques surfaces S particulières. | 

Les surfaces S et  n’ont pas encore été étudiées jusqu'ici. Je montre | 
qu'un couple S,, S, peut être obtenu à l’aide de quadratures quand on 
connaît une surface F rapportée à ses lignes asymptotiques et une so- 
lution de l'équation correspondante 


d°p 
2 = ie 
(2) Ou og BONE 
1% ios Pa | = : : 5 do do 
équation (2) admet comme solutions particulières +" et =; dans 


ce cas, l’une des surfaces S,, S, est une sphère. La congruence formée 
par les tangentes communes à deux sphères est évidemment une con- 
gruence C; il y correspond des solutions particulières de l’équa- 
tion (1), qu’on peut obtenir par des quadratures elliptiques. 

Les cosinus &,, 6,, y, de la normale à F sont solutions de l’équa- 
tion (2); ily correspond des congruences C, dont la surface centrale 
est un plan. 

Enfin l’équation (2) admet une infinité de systèmes distincts de 
trois solutions 4, n, € liées par la relation 


En 4) == CONS, 


f étant homogène et du second ordre. Les surfaces S correspondantes 
sont telles que les lignes de courbure d’un système sont coupées sous 
un angle constant par les rayons vecteurs issus d’un point fixe. 

La détermination analytique des surfaces Y est identique à celle des 
surfaces S. Les coordonnées du plan tangent à sont en effet «,, B 
y. etp, p étant une solution quelconque de (2). 

Entre les surfaces S et Z il y a une relation géométrique simple. 
L'une des nappes de la surface des centres de courbure de S est une 


1° 
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surface &. Inversement, les tangentes aux géodésiques conjuguées 
de X sont normales à des surfaces S. 

Il en résulte que, lorsqu'une congruence C est donnée, on peut en 
général en déduire une infinité d’autres. La méthode de transforma- 
tion pourra être continuée tant que la surface © obtenue existera 
réellement, c’est-à-dire tant qu’on ne tombera pas sur une surface S 
qui est une sphère. | 

_ Au point de vue analytique, il y correspond une transformation de 
l'équation (2); les seules solutions que cette transformation multiplie 
par un facteur constant sont les solutions &, n, €. 


I. — Détermination des surfaces S. 


Soient x, y, z les coordonnées d’un point M, d’une surface S, ; ces 
coordonnées sont exprimées en fonction de deux variables wu et 9; de 
plus, nous supposons que les courbes de paramètres w et ¢ sont les 
lignes de courbures de la surface; enfin nous supposerons que la con- 
gruence C est formée par les tangentes aux courbes ¢ = const. Par le 
point M, nous ferons passer un trièdre trirectangle; l’axe des X normal 
à la surface a pour cosinus directeurs a, 6, y; l'axe des Y tangent à la 
courbe y = const. a pour cosinus directeurs «,,8,,y,; enfin l’axe des Z 
tangent à la courbe u = const. a pour cosinus directeurs 45, B,, y:. On 
sait (voir le Cours de Géométrie de M. Darboux) que l’on a les for- 
mules 


CREER ey DER 5 CR 
à amis >) ee t P Ga, dv — yi “19 
ce) Ga DOS a Os A— Pia 
Ain pn Doak ea ape Pras 
Cro Ua aes Op: Op _ 
oe Ce eg PEO Gar og ae 
dx DFE 
7" | a == ho, ae == hp,, 
| Roe A ister pecs de 


auxquelles il faut joindre les formules analogues, obtenues en rem- 
plaçant x et les « par yet les 8 ou par < et les y. 


. eee ai 

d’où l’on tire ah ES “he an 

= [ue 2] are stp 
Oh. hae 


de = oy PAT NUE 


M, est le second foyer, on aura alors 
ig 


A=——- 


Pi 


Le point M, décrit alors une surface S,, sur laquelle les courbes de pa- 
ramètre u et ¢ forment un réseau conjugué. Ce réseau sera formé de 
lignes de courbure si ces courbes sont orthogonales, c’est-à-dire si l’on a 


ou bien 


En remplaçant par une fonction de ¢, on pourra supposer alors 
Piste 
De plus, les équations (B) donnent | à 


. or Op 
À Ov. PS i aa 


Un choix convenable de la variable w permet de supposer 


Te PEL 
Nous poserons alors 
_r=sing, : p——Cos9. 
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Les équations (B) donnent ensuite 


FR à 
‘ae 
et 
Oe Sr. 
Jude SNe: 
Si enfin dans les équations (C) on suppose /= — 20, on trouve 
—— poe 
Ou 
LEE, ol 
nine p COSO, 


Ainsi, pour la surface S,, rapportée à ses lignes de courbures, nous 
avons le tableau de formules 


CERN a LE Vee 
(A) Seam PH» ae Qa — COSOR, Fa COS 
LR ea le doy ay 
foe. oes der 22 i per Pole À 
DU. 
Us Ou dv “a 
et 
à Ox, k Op OL: re 
a nate du CONS TEE dsl et 
DCR é 
(2) An oe —pcos9. 


Le point correspondant de la surface S, est donné par les formules 


La= Li + 20%, 


Va Ja + 2B; 
Bo = 44 + 2py1- 


Si l’on désigne par «’, 8’, y’ les cosinus directeurs de la normale à 
S,; par a, Bi, y, les cosinus directeurs de la tangente aux courbes 
u = const.; par #,, 6,, y, ceux de la tangente aux courbes » = const., 


a L 
: ds : ve i Le . 
alamo cosg + a4 sin Pr 
à pa bp * cf ne a 
ie ang + #560895 | 


a= — O15 ue 


vend » 
u 2 


— singa’— cosge), 


On trouve facilement les rayons de courbure gle des surfaces 
S, et Sa: sona a. 


Pour la surface S, 


| du 
“Ag - Pour la surface S2. Sur ones 0 
ta ~ sing 


7 : 09 09 | Ye 
D'autre part, l'équation (1) montre que Ju? go Sont des solutions 


7s PACE a - . 0 
particulières de l’équation (2). Si l’on prend ¢ = + m=, la surface S, 
sera une sphère de rayon 2m; si, au contraire, p = + noe, la surface 


S, sera une sphère de rayon 2n. Ce sont d’ailleurs les seules solutions 
qui donnent des sphères. 


Il peut se faire que les deux surfaces S, et S, soient des sphères. 


“3 
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Dans ce cas, © satisfait à l'équation (1) et à une équation de la forme 


Fe = a= 


ji 
ov du 


On peut alors déterminer 9 par une quadrature elliptique. 

Remarquons que la propriété des surfaces S ne dépend que de la 
représentation sphérique de ces surfaces. On peut, par exemple, rem- 
placer la surface S, par une surface parallèle. 


II. — Propriété caractéristique des équations (2). 


Les formules (A) du paragraphe précédent montrent que «,, 6,, y, 
sont des solutions particulières de l’équation (2). Réciproquement, 
toute équation de la forme 


0 
(a) ù 


——— = M? 

du OP 72 

qui admet trois solutions particulières, &, n, €, liées par la relation 
(5) eae ae Ty 


peut, par un choix convenable des variables wu et ¢, faire partie du 
groupe des équations (2). J’ai montré déjà (') que, si l’on pose 


de? + dn? + dé = e du? + 2f du dv + g de’, 


é, n, C sont trois solutions de l’équation 


9?0 00 06 
doi on 2° 
: de Og rae. 107 
Pie) ae td Bi) ee 
7  9¢eg — f*) 1 pet ol ep ae2) 


E, n, C vérifiant, par hypothèse, |’équation (a), on doit avoir 


(= O, D'=—=9 
ou 
Oe. = dg 


= 6 
de ; du 


(1) Voir Surfaces rapportées à leurs lignes asymptotiques, etc. (Annales de l'Ecole 
Normale, 1889). 


SiG. 


On peut, en “choisissant convenablement es ar 


4B satislait alors à pie 
(c) (1 A qu dv ae 


Si l’on He ~ C0: la condition (c) devient 


III. — Recherches des surfaces à. 


Soient z,, B,, y, les cosinus directeurs de la normale en un point 


de et 


l'équation du plan tangent en ce point; nous supposerons que les 
courbes de paramètre u et ¢ soient les géodésiques conjuguées de la 
surface. On sait déjà que «,, B,, y, et 7 sont quatre solutions particu- 


{ 
VE 


e=g=13 


of af 
ht de 


lières d’une équation de Laplace. 


De plus, on a, en désignant par x, y, z les coordonnées du point de 


Ay = BiY + V1 =" 


contact, 
2, Se du 
(a) À / 
| a dx + Ê Oy + d= — of 
lav 1 Op 71 ov = , 
der dx. OB, dr en Os 
(b) Ov du de du de du 
da dx OB, dv oy Os pee 
du dv du de du ov 


=(1—f?)? 


== .0;, 


i 


Les équations (6) expriment que les courbes de paramètre w et ¢ sont 


conjuguées. La direction qui a pour parametres directeurs 


Oy; 


à la courbe » = const., c'est-à-dire au plan osculateur de cette courbe. 


dv, est perpendiculaire à la section normale qui contient la tangente 


EE 
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On a donc | 
Oo, dx 0B, Oy 4) 1 O72 
(c) br, ie eto? 
| do, Pa, OP Py dy Os 


du Ov du du Ou dv? 
Des équations (0) et (c) on déduit évidemment 


O7 a ges dB; Oy dy, 02 
Ou de du du de du du ov du 
Ora, Ox 0? B, oy dy, ds 
du de dv du ov Ov 2 du de Ov 


== Oh 


(d) 


La comparaison des équations (a) et (d) donne 


dy 0B, Ory”, 
du dv __ dudr _ du de. 
GET Ne By de V1 : 


2, B,; y, vérifient une même équation de la forme 


076 


du ov ni: 


D’après le paragraphe précédent, cette équation est l’équation (2) 
du § 1; rest une solution de la même équation; «,, 6,, y, sont les co- 
sinus qui ont été introduits au § I. 

Si r n’est pas linéairement indépendant de «,, 6,, y,, la surface & 
correspondante se réduit à un point. Ce sont d’ailleurs les seules solu- 
tions de l’équation (2) qui ne donnent pas de surfaces E. 

Quand 7 est connu, on peut avoir facilement les coordonnées ponc- 
tuelles de la surface X. Joignons, en effet, à l'équation du plan tangent 


UÆZ+B1Y +15 =r 


les deux équations obtenues en dérivant par rapport à u et ¢; on aura 


or 
O2 © + Boy + V5 —= Re 


ax ee ae 
7 sing du  sino Ov? 
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Ar 


+ cos ? is )+ + os + An) 


or. pas ar ms 4 
Fe + cose Rés 


En différentiant maintenant par rapport du ety, on a 


| dx 


= ha 
u d 


du 
Ox | ; 
Fo = ft = l(— 2 c0s¢ + a sing). 


Ces formules mettent en évidence les propriétés déjà données des sur- 


faces X. D'abord, les courbes de paramètre wu et ¢ Et un système 
conjugué; car 
us dx Oh 09 


RAT = Gt thy, me 


dx dy. CAE: 
du dv” du dv” du dv 

1 : Oa Oa! 1 = ‘ 
vées du premier ordre; enfin, Ju? go etant proportionnels à «,, les 


sont des fonctions linéaires et homogènes des déri- 


normales principales aux courbes de paramètres u et # sont la normale 
à la surface : ces courbes sont des géodésiques. 


IV. — Relations entre les surfaces S et > 


Le lieu des centres de courbure de S, qui correspondent aux courbes de 
paramètre + est une surface Ÿ. 


Ce lieu est l'enveloppe des plans Monee par M, perpendiculairement 
à la droite M,M, de la congruence C. Les coordonnées tangentielles de 
ce plan sont «,, 8,, y, et r: 


r= m2 + By + Vis 
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d’où, en tenant compte des formules (A), (C) du § I, 


or 
> eg O22, + Bsyy+ 72715 


dr 
du dP — COSP(œ di + Bi yit YA) =r COS 9. 


C’est la définition de & en coordonnées tangentielles. De même : 


Le lieu des centres de courbure de S$, qui correspondent aux courbes de 
paramètre u est aussi une surface X, que nous désignerons par %,. 


Sur la droite M, M, de la congruence C, prenons un point M, tel que 
l’on ait 
MM, 


A eam 


& étant une constante ; menons par M un plan IT perpendiculaire à M, M.. 
Les coordonnées de ce plan sont 
a1, Bi Yo ae 2Kp; 


donc il enveloppe une surface X. En particulier, la surface moyenne 
de la congruence est une surface &, que nous désignerons par Y. 


Inversement, les tangentes aux courbes » = const. d’une surface X 
sont normales a une surface S,; les tangentes aux courbes u = const. 
sont normales à une surface S:. 


En effet, les cosinus directeurs de la tangente aux courbes » =const., 
par exemple, sont «, 8, y. Les surfaces qui coupent orthogonalement 
ces droites sont des surfaces S,. 

Ces relations montrent que, une congruence C ou une surface S étant 
données, on peut en déduire, en général, une infinité d’autres. En 
effet, les tangentes aux courbes ¢ = const. de la surface X, sont nor- 
males à une surface S' en un point M,, ce qui détermine une nouvelle 
congruence C,; on pourra opérer sur cette congruence comme sur C. 
A la congruence C correspond une solution p de l'équation (2); à la 
congruence C, une nouvelle solution p,; quand p est donné, 9, est dé- 


TR A 09 € t I: S' op 
fini à un terme près de la forme & =~, car on peut remplacer S, pat 


une surface parallèle. Nous avons une transformation de l'équation (2) 
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en elle-même, transformation qui s'effectue à l’aide de quadratures et 
que nous désignerons par s; de sorte que 


id Mc eed 


On peut faire la transformation en sens inverse; les tangentes aux 
courbes w — const. de Z sont normales en M, à une surface S,, à la- 
quelle correspond une congruence C’. Si p, est la solution correspon- 


dante, p, est déterminé à un terme près de la forme # = Nous dési- 


gnerons cette transformation par ¢ : 
Oat P. 


Ces deux transformations sont évidemment inverses l’une de l’autre; 
car, si l’on applique la seconde à S|, on retombe sur la surface S, ou 
une surface parallèle, de sorte qu’on doit avoir 


He 99 

et, de méme, 
do 
sto B oe 


V. — Expression analytique des transformations s et /. 


Le point M, étant-dans le plan mené par M, perpendiculairement à 
M,M,, ses coordonnées æ,, y, =, sont données par les formules 


Li = La 2Ea + Ana, 
V1 = Ja + 288 + an, 
3, = Sy + aby + 2NV2. 


En différentiant, on trouve 


a pa sing | + 2a,(Esin q On 
Dare ey 2a,(5S @+1 0089) +243 ( 57 — pose). 


Og; 
HIT 0 


JEAN Note Ge ‘(dp dn 0 
Enfin) =a (See) a ($838) 


Pour que le point M° décrive une surface S,, il faut annuler dans 
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0x: : 
Fe les coefficients de « et «,, et dans me 


jp Ceux de œ et a,; on a alors 


| Uae Si 
(3) rs Te 

05 _ Op 09. 

ov av de 


Le coefficient de — 2%, dans 2 doit être ¢,; celui de — 24, dans 


OR ae, 2) 0": , 
ja doit être 57> de sorte que l’on a 


Ô 0? 
| Dpt ep 


i =— Esing — 96 0089 


(4) 


La transformation s est définie par les formules (3) et (4). De 
méme, la transformation ¢ serait définie par les formules 


| dE __ Op de 

(3!) du ou du’ 

St —p sing; 

Re 09 d%p 

(4') . Pa D, ju 
fs © §, sing cos 


Ces formules analytiques mettent bien en évidence ce fait que les 
transformations s et ¢ donnent les solutions nouvelles respectivement 


à des termes près de la forme # ot Le J'ai démontré ailleurs ('), 


(1) Sur une classe particulière d'équations aux dérivées partielles à invariants égaux 
(Annales de l’École Normale, janvier 1890). 


C +. GUICH 
| ré 
* Se une voie a cae 


inverses l’une de l'autre. ue 
Nous allons chercher quel doit être evens que 8 0 


équations 


o = Esine + ec cos ® 


on déduit 


nee sing — a cosy > te _ = 0: 


On trouve, en intégrant, 


A et B étant des fonctions de w. Cette valeur de o donne 


Le dk de, 
EE aah sing +A cosq 5 


On doit done avoir 
A'sino =Bcoso 


et, par suite, 


A0, Bea, 


: A est constant. On vérifie directement que, dans ce eas, e, peut être 
nul. La surface S, est une sphère. De même 9) ne peut être nul que si 


Vi Ee: la surface S, est alors une sphère. 


VI. — Propriétés diverses. 


Nous allons donner d’abord la relation existant entre la solution r  * | 
de la surface Xa la solution 9 qui donne la surface correspondante See | 
Nous savons que l’on a déjà 


7 ae M+ BiYi+ Ha | 


RECHERCHES SUR LES SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE, ETC. 247 


En différentiant, par rapport à ¢, on trouve 


or 
La Li + Boys + Ya 51 = ao 
Posons alors 
QT + By + 5 —=k, 
d’où 
or 
+ Li — AU HAT + a — 


ov 
Ir 
yi= Be + Bir+ Br, 
or 
Big ar i D Boe 


Différentions. On a 


SLT nn et 2e i Ue 
5 a a, io) 1 Du PD aS eee , 


aa se SSP) ta Oe oe : 
ave" (Ov 90 av à de go À") 


Si l’on identifie avec les formules du § I, on aura 


ae Ta sino, 
du _ or dy 
de ov ov 
or do 
— 2p Ae og 7” 
- ès = oe 4 sing + cos 
du Ou i= Oe 


e etr sont donc liés par la relation 
20—SrT — 7. 
La comparaison de £etS, donnerait aussi 


2 Oi) ma 


qui peut se déduire de la précédente en y appliquant la transforma- 
tion é. 
Il est facile de déduire de la tous les cas où la transformation s ou ¢ 
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reproduisent la même fonction. Si l’on désigne par r cette fonction, 
on voit que p est nul; æ, y, = sont des constantes; 7 est de la forme 


r= a+ bBi+ C1, 


et, réciproquement, dans ce cas, on a, en choisissant convenablement 
la constante qui entre dans la quadrature, 


STUNT ETS 


Si l’on prend 
p—=ao+ 68,4 cy, 


la congruence C est telle que sa surface centrale (le lieu des milieux 
de M, M,) est un plan. C’est d’ailleurs le seul cas où la congruence C 
jouit de cette propriété. Toutes les congruences qui se déduisent de C, 
par notre méthode, seront identiques a C, si l’on choisit convenable- 
ment les constantes d’intégration qui les déterminent. 

Nous avons déja montré (§ TV ) que le plan II, mené perpendiculaire- 
ment à M,M, en un point M tel que l’on ait 


MM ae 
NE Ms 


Æ étant constant, enveloppe une surface Z correspondant à la solution 
r+ 249. A cette surface X on peut faire correspondre une surface S,. 
Sip’ est la solution qui donne S,, on aura 


2p'= s(r + 2kp)—r—a2akp 
=2p+ 2ksp—2kp. 


Nous trouverons plus tard une infinité de solutions ¢ vérifiant la re- 
lation 
Sp — mp. 


Si l’on prend une telle solution et si l’on fait 


rn 


e sera nul, le plan II passera par un point fixe. 


| 
| 
| 
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VII. — Les surfaces 4 courbure totale constante. 


Pai déjà établi (") que, si une surface à courbure constante est rap- 
portée à ses lignes asymptotiques, les cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface sont solutions d'une équation de la forme 

020 


du dv — Ro: 


Il en résulte alors, d’après le § IT, que ces cosinus directeurs sont 
les quantités &,, $,, y, qui ont été définies au § I. En désignant par 
x, y, = les coordonnées d’un point de la surface, on aura facilement, 
si la courbure de cette surface est — 1, 

Ox 
du 


dx 
de 


—=— @' = acoso — a sing, 
es, 


Les lignes de courbure ont pour équation 
U + 9 = const. et u“ — v= const. 
Enfin les rayons de courbure principaux sont donnés par l’équation 
7 sing — ar COS — sing = 0. 
On a, pour le ds? de la surface, 
ds? = du? + dv? + 2 du dv coso; 


o est l’angle des deux lignes asymptotiques. Si ABCD est un quadrila- 


tere formé de lignes asymptotiques, les côtés AB et CD correspondant 


(1) Poir le Mémoire déjà cité dans les Annales de l’École Normale. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Aour 1890. 32 


‘aux ares Uy eb Uy ae u, les côtés AC er BD aux phe 


on aura 3 NT: 
AB — De = = 9, ce. = Por 


AGS =BD=4u4,-— Uo 


e 


Les côtés opposés dans ce quadrilatère sont Te 
Enfin l'aire du quadrilatère ABCD a pour expression 


frere [ss dd =A+B+C+D ar. 


VIII. — _ Transformation de M. Backlund. 


Soient £ et 7 deux solutions quelconques du système 


| pet PV 
(1) |] du 
Oe te 
| | der nie 


h et l'étant des constantes. On déduit de (1) 


pe ce — cos An sin JE, 
h ot. MR AS 
Si donc on pose | 
a Paka) | gp=hn—li, Y—=hn+lE, 
bee on aura | 
. xs e = sing, at = sin. 


A la solution © on peut faire correspondre une surface f de courbure 
—1; de même, à la solution Ÿ on peut faire correspondre une sur- 
ae F ayant aussi une courbure — 1. Je vais montrer, de plus, que si 
APR f sont donnés, on peut déterminer F. Désignons par 


| | | , a B y 
a By Weil 
- ; ax Ba ya 


nn ni M ni ns à 
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les cosinus directeurs du trièdre relatif à la surface /; par 


CRD G | 
a by CG 


les quantités analogues pour la surface F. 
Définissons un angle constant 4 par la formule 


h 
colog- = T 
de sorte que l’on a aussi 
(3) h(1— cos?) = lsin0 et hsin0 = l(1+ cos). 


Je dis que l’on peut poser 


A, =a, cos0 — a sin LE sin 0 + a, COS LE sin 6, 
bi = 6, cos — 6 sinl£ sing + B, coslé sing, 
C1 = ÿ1 cos? — y sinlËsin0 + y, cosdé sing. 


(4) 


D'abord ces trois quantités sont les cosinus directeurs d’une droite ; 
il suftit donc de vérifier qu’ils satisfont à l'équation 


0?) 


i | 
du dr Aie 


La vérification, un peu longue il est vrai, ne présente pas de diffi- 
cultés : on différentie les formules (4) en tenant compte des équa- 
tions (A) du § I et des équations (1), (2), (3) de ce paragraphe; a,, b,,c, 
étant connus, on en déduit facilement les six autres cosinus. Nous 
donnerons seulement les valeurs de a et a,, les autres s’en déduisant 
immédiatement ; on trouve 


a =a(cos?lé — cos@sin?/£) 
— a, sin9sinlé + «(cos/Ë sinlE + cos coslé sin/é), 
a,— — a(cos@coslésinlé + coslésinéé) 


— o, sind coslé + a, (cos cos? LE — sin?/£), 


Ces neuf cosinus vérifient les formules (A) du § I, dans lesquelles 9 
serait remplacé par Ÿ. 


= dust 


a 


(Ces deux équations sont compatibles en de (1). En pros À #1 


la première, on trouve 


pe 1 de LR 
DE EDR coshn + psinhn rs 


= p(coshn coslé + sin hn sinlZ) =pcose. 
On voit de même que l’on a 


02 = 


Pre 
dude ae 


La solution p est done celle qui, dans la méthode de M. Moutard, 
transforme l’équation 


dans l'équation 


Les solutions «,, 6,, y, de la première se transforment en a@,, b,, c,. 
Il résulte de cette remarque et d’un théorème que nous avons établi 
ailleurs ('), que les surfaces f et F peuvent être placées de telle sorte 
qu'elles soient les focales d'une congruence à lignes asymptotiques 
correspondantes. Voici comment on peut vérifier ce fait : x, y, 3 étant 
les coordonnées d'un point m de f, déterminons un point M de coor- 


(1) Sur les congruences telles que les lignes asymptotiques se correspondent sur les 
deux surfaces Hooclar (Comptes rendus, janvier 1890 ). 


Or 
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données X, Y, Z par les formules 


X = x + acoslésin§+ a, sin/Ësine, 
Y=y+ coslésin@-+ £, sin/£sine, 
Z=s + y coslE sin0 + y, sinlé sin$. 


On trouvera, en différentiant, 


. = a COSŸ — a, sin, 
OX _ 
denies 


ce qui prouve que le point M décrit une surface égale 4 F. Comme, 
d’ailleurs, ona 


ay (X= 2) +B, (Y — y) + i (Z— 2) =0, 
a(X— 2) LAN —y) + ¢,(Z—s)=0, 


la droite Mm est tangente aux surfaces f et F. Les lignes asympto- 
tiques se correspondent évidemment sur ces deux surfaces, puisque ce 
sont les courbes de paramètres u et ¢. Il en est de même des lignes de 
courbure. Dans cette congruence, l’angle des deux plans focaux est 
égal à 0; la distance des foyers à sin9. Si l’on suppose À = 7, 0 = 90°, 
la distance focale est égale à 1; on obtient la congruence qui intervient 
dans la transformation de MM. Ribaucour et Bianchi. 


IX. — Étude des équations (1) du $ VIII. 


La solution €, n des équations (1) du § VII peuvent, d'une infinité 
de manières, être choisies de telle sorte que 9 soit une solution quel- 


conque de l’équation 
is === Su 
du verni 


Si, en effet, on suppose © donné et si, dans les équations (1), on 
remplace n par É 
i. 9 
ae 
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ona, pour déterminer £, deux équations, qui sont compatibles chaque 
fois que 9 vérifie l’équation 
070 


du ov 


= sin 9. 


En d’autres termes, il existe une infinité de congruences telles que 
celles que nous avons considérées au paragraphe précédent, et dont 
l’une des surfaces focales est une surface quelconque à courbure con- 
stante. L’une de ces congruences étant connue, toutes les autres peu- | 
vent être déterminées à l’aide de quadratures. La congruence donnée, 
ayant pour surfaces focales f et F, qui correspondent aux solutions &, 7 
des équations (r); soient f et F, les focales d’une congruence inconnue 
qui correspond aux solutions £,, n, des équations (1). © étant la même 
pour les deux congruences, on doit avoir 


hn—lE = hn— LE. 


Nous poserons alors 
Ni — n RE. ti, 


1 ea 3 += hi, 
À étant une fonction inconnue qui doit vérifier les deux équations 
Ca ‘ 
h a (€ + hA)=sin(hn+ Ald), 
u 
0 ee 
re + là) = sin(lé+ hld), 
ou, en tenant compte des équations (1), 
ea 
he Re sin(hn + Ali) — sinAn, 
Od 


P > aa sin(Z— + AlA) — sin Zé, 


ou bien 


Od 3 
le? Ju = — sinhn(1— coshli) + coshn sin Al}, 


F Où inl 
Da = Sid E(1— cos Al) + coslE sinhli. 


Or 
Or 
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Posons maintenant 


Peay hi 


2 


on aura alors 


l Fer 
— =— ~coshnr+ I sinhn, 


du h i 

te) 
(ae ee: 
D —— je0slèr + Fsindé. 


Pour intégrer le système (6), nous nous servirons de la solution p, 
définie par les équations (5) du paragraphe précédent, et nous pose- 
rons 


ro. 
On trouvera 
00 NU 
oa = 7, Sinha, 
00h LE 
ae = p Ft a 


Ces deux équations sont compatibles, car elles donnent toutes deux 


SRE sind 
dudv p : 
Si r, est une solution particulière des équations (6), la solution gé- 
nérale sera 
r—=r,+ ap. 


On vérifie facilement que l’on a aussi 


dr 
(4 


Su do! COS?) 


on obtient ainsi une infinité de couples de surfaces ÿ, F, f, F,,..., 
J, En... Désignons par &,, n, les solutions du système (1) qui corres- 
pondent au couple /, F,; par e, la solution du système (5) dans lequel 
on a remplacé &, n par &,, n,. Nous pourrons, en outre, poser 


fn — À + Ains 
Mn ete dns 
Ali, 


Te = COL os 


4 


ME système He ‘i ane fe An eae —r 
le passage de F, à F. Son Res générale Bera Me RS 


—r,+ bp. 


> qui fournit 


fi peu ala Mr LES à 
Ce système admet, en outre, la solution cot ar ete 


le passage de F, à F,. Des trois relations 


op Ah ane = r,+ ap, TRUE SSS bp, 


on déduit 
| abpp——1— ri. 


On peut supposer ab = + 1; cela revient à changer les facteurs ar- 
bitraires qui entrent dans p et p, et à écrire 


Ppa=—1— ri. 


De même, en choisissant convenablement le facteur arbitraire qui 
entre dans #,, on pourra écrire 


PPn=—I—ri=—1— 7; — 2ar1p — a*p?= pp, — 2ar,p — a p?, 
d'où | 
Pr =P1— 2ar,— dp. 


Cette formule nous apprendrait, si nous ne le savions déjà, que r, est 
solution de l’équation 


07) 
(7) : Jude — À COS. 


Toutes les solutions analogues, 7, p, s'expriment linéairement à 


laide de trois Doi elles : p, p,, 7, entre lesquelles existe la rela- 
tion 


ri + PP —=—1. 
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On pourra déduire de la trois solutions £, n, ¢ de (7), vérifiant la 


relation 
re R 


Ce système &, n, € est linéairement distinct de «,, Bi. Yc can on à 


da? + dB? + dy? = du? — 2 coso du dv + dy? 
et 


2 


2 


. ; : 
dE +. dn? + dé = — =r du — 2 cose du do — Fd, 


On voit que si, dans les formules qui donnent &, n, €, on remplace 
il hi : | dire 
u par . u et 9 par ae 6, n, Ç seront encore solution de |’équation (7), 


dans laquelle, cependant, o aura changé de valeur. A cette nouvelle 
fonction 9 correspond une nouvelle surface à courbure constante; 
£, n, Cremplaceront, pour la détermination de cette nouvelle surface, 


_les quantités «,, 8,, y,. Nous retombons ainsi sur la transformation de 


M. Lie. 
L’équation (7) possède la propriété d'admettre un nombre illimité 
de systèmes de trois solutions liées par la relation 


FE, = const., 


F étant homogène et du second degré. Pour abréger, nous donnerons 
le nom de solutions quadratiques à ces solutions particulières. 
Quand on transforme, suivant la méthode de M. Moutard, l'équation 


FO — À. cos 9 
du ov É 
dans l’équation 
eee À cost 
du d é 


les solutions quadratiques de la premiere équation deviennent des 
solutions quadratiques de la seconde: II suffit, pour la voir, de faire le 
changement indiqué sur les variables w et», et de remarquer que les 
cosinus qui correspondent a la premiere surface deviennent, par la 


transformation, les cosinus de la seconde. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Aout 1890. 33 
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On pourra de même déduire du couple /,F, une infinité de couples 
analogues dont fait partie la surface F,. L'opération n’exigera que des 
quadratures. Les surfaces F, renferment une constante arbitraire; 


l'opération qui vient d'être indiquée introduira une nouvelle con- 


stante arbitraire. On voit qu'on pourra former des surfaces à courbure 
constante, renfermant autant de constantes arbitraires que l’on vou- 
dra, par une suite de quadratures (*). 


X. — Recherche des congruences ayant pour surfaces focales des sur- 
faces à courbure constante et telles que les lignes asymptotiques se 
correspondent sur les deux surfaces. 


Soient fet F les deux nappes focales; on peut toujours supposer que 


la courbe de F est — 1; celle de f sera désignée par — m?. Les cosi- © 


nus directeurs de la normale à f étant les quantités «,, B,, y, déjà 
introduites; ceux de F étant désignés par a,, b,, c,, on pourra évidem- 
ment poser 

di = a, COS 0 — à sinx sin 9 + a, cos2 sing, 


b,= 6, cos9 — 6 sinxsin9 + 6, cosxsin6, 
Ci = 1 COS0 — y sinæsin0 + y, cosæ sing, 


(1) 


et x étant des fonctions inconnues de wu et ¢. 
Nous nous appuierons maintenant sur les résultats que j'ai donnés 
_dans une Note insérée dans les Comptes rendus (?). Les quantités £, 7, C 


qui figurent dans ce Mémoire doivent être remplacées par ¥mz,, VmB,, 
Vmy,,etles quantités £,,n,, €, par a,, b,, c,. On devra done avoir 


ke da CL _ doi Oo 
(2) he pos +a 5h = m(— pF +, 32), 
à da, dp _ Ox, dp 
(os) Poe Sait. = m( pee D) 


(1) Sur cette suite de quadratures, consulter une Note de M. Darboux (Annales de 
l'Ecole Normale; 1890). 


2 3 ae > Q à IG ] Q acy 
( ) Les congruences telles que les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux 
surfaces focales (janvier 1890). 
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et les équations analogues obtenues en remplacant «, et a par 8, et 


b, ou par y, et c,, 9 étant une solution 


02 
F- =p eso. 


= 
Sy 
= 
Sy 


Différentions les formules (1), en tenant compte des formules A du 


S 1; on trouve 


Ox ; x 2 
—— — sing Ccos¢ — 
du, 


pou. Gi 
> (— COnE Sing —C0s# sing 
“à sin9 © + sin9cos(æ + 9)| 
— cos 0 coso — sinx res + cos. cos 5" ) 
du du 


la 
ARE 9) — Sinx 00395") 


(5) 
cire a “€ cosx sing 
ov 


= sind? ae COS æ sin ) 


+ a, cade = sing na sing DE à) + COS x cos"). 


Multiplions les trois équations (2), d’abord par a,, b,, c, et ajou- 
tons; puis par &,, B,, y, et ajoutons; on aura 


m E sin cos(x + 9) + cos 5° |, 


de 
du 
9 ; Me OPA OP 
+ sin cos(e + 9) [+ cost Se = ma 


Esp 
p |- sind 


de et osin9, on a 


En éliminant entre ces équations =? 


(1 — mcos6) cos (x Ho) x | = mcos(x + @)(m — cos), 


(1— m cos) 2 = (1— m?) cos(x +0). 


mème carlos 


‘sa Mares 


2e =m n(ec cose rind — 


LS “= — sing cose) + mt pee 


& 


mip a EU 


oemeossy = — (1— SE ere | 


—— 


Nous avons donc les deux prDunee suivants d’équations : 


; u — m cont) mit un) orate +9), 
(6) | 


y a +m e088) a. =— (1— m?) cosx 


et 
_msin® 


———, cos(x 
1— m CosÛ TRE 


@) m sin 0 
LOUE 
1 + mm COS 0 
Sir — m°= 0, 0 est constant; en continuant les calculs, on retrou- 
_ vera les congruences que nous avons introduites dans la méthode de 
M. Backlund. oon 


Si 1 —m? Zo, la comparaison des systèmes (6) et (7) donnera 


on en déduit | 


=f(u)fi(e); 


AM eee ; mais l'équation (4) n’a pas de solutions de cette forme; l'hypothèse 
| 1—m°20o est impossible. 
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Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants : 


St une congruence admet pour surfaces focales des surfaces à courbure 
totale constante, si, de plus, les lignes asymptotiques se correspondent, on 
a les propriétés : 

1° La courbure des deux surfaces est la méme; 

2° L'angle des plans focaux a une valeur constante 9; 

3° La distance des foyers est égale à msin0, la courbure commune des 
deux surfaces étant — m?. 


XI. — Sur quelques surfaces S particulières. 


Remarquons d’abord que les coordonnées x, y, = du point central N 
de la congruence C satisfont aux équations 


OO ps SRS 
Ou Ou Pou’ 
On. Op Oa, 
de) “as Fo 


avec les formules analogues pour y et s. Si maintenant on prend pour ¢ 
la solution particulière qui a été introduite au § VII, on voit que l’on 
aura 
C= pa, Vie Of, Bie Cy. 
Les coordonnées des points M,, M, des surfaces S, et S, seront 


a= p(a— %), vi=p(b1— hi), 4) = 0( Cpa as 
La2—=p(a+ %), Ya= (4,48), Bo = pipi); 


O étant l’origine, on voit que l’on aura 
a? wall 
OM, = p?(2 — 2cos8), OM,= 20 sin 7? 
= 9 0 
OM, = p°(2 + 20898), OM, — 2p cos 


Le triangle OM, M, reste semblable à lui-même; ses côtés sont entre 
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(Ott ale ak TO 
eux comme les nombres sin >, cos =» 1. Ce triangle est rectangle en O. 


) ; Raw 2.0 . 
L’angle en M, est égal à — — =; langle en M,, à >- On voit que, sur 


les surfaces S, et S,, les lignes de courbure d’un systeme sont coupées 
sous un angle constant par les rayons vecteurs issus d’un point fixe. 

La projection M de O sur M,M, partage cette droite dans un rapport 
constant; le plan mené par M, perpendiculairement à M,M,, passe 
par le point fixe O. On en conclut (§ VI) que la transformation s 
multiplie 9 par un facteur constant. Voici comment on peut vérifier ce 
fait : rappelons que l’on a 


20) MU 
PPS 


ni 


9 étant défini par les quadratures 


; 09 À 
Ju —PSiny, 


99 __ dp do 
de de de 


En tenant compte des formules du § VIII, on pourra prendre 


1 3 an 
o= 7 sin léo; 
on trouvera alors 
‘3 h? 
d celte: 


Toutes les fonctions qui jouissent dé cette propriété s'expriment 
linéairement à l’aide des quantités p, p,,r, du § IX. Il suffit, pour le 
voir, de faire le changement de variables indiqué dans ce paragraphe; 


Lx | aga AGE : 
le multiplicateur — F devient l'unité. Or les fonctions p dont le mul- 


tiplicateur est 1 s’expriment linéairement à l’aide de trois d’entre 
elles (§ VI). 


Formons maintenant les surfaces S|, S,, qui correspondent à la 


> : ; « . 1 Fais r 1 ’ ' ! 
fonction L et à la solution à En désignant par Dis 5381 3 Dar Vas Bq les 


ho 
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coordonnées des points M’, M, de ces surfaces qui correspondent à M, 
et M,, on aura 


I I 

Pe Gat eee ni Pt 5) = — (yey), 
I 1 1 

= (a+ @), Y= 5 (Bib), =F Gate). 


Les longueurs des rayons vecteurs seront 


4 
OM,=-sin-,  OM,= 2 cos-- 
p 2 


DIN 


On voit que S, est la transformée par inversion de S,, la puissance 


: : , EG A ; 
d’inversion étant — 4 sin? a de même, S, est la transformée de S, par 
; mle 
la puissance 4 cos? =: 


Les coordonnées d’un point M de la surface centrale de la con- 
gruence C étant 
pa, eb, P Ci» 


sa polaire réciproque, par rapport à une sphere de rayon 1 ayant son 
centre à l’origine, sera enveloppée par un plan dont les coordonnées 
sont 


I 
dis b,, Ch Res 


p 


a : I 
Cette enveloppe est une surface X correspondant aux fonctions Ÿ et = 


XII. — Sur d’autres surfaces S particulières. 


Les surfaces que nous avons obtenues au $ XI proviennent, au point 
de vue analytique, d’une solution la plus générale de l’équation 


do 
(1) du OP 


et d’une solution particulière de l’équation 


gir pes 2 
(2) Du Ed eae 


Re si A Ait S. de ieee est ee 
met n étant constants; si, nae plus, on pen Nr solution 
tion (2) re 


le système des surfaces S,, S, est composé de deux sphères. La méthode Zs 
de transformation des surfaces S et 2 est arrêtée dès le début. On peut 
alors chercher d’autres systèmes de surfaces, tels que cette transfor- 
mation soit arrétée apres la première, la deuxième, ..., la nine opéra- 
tion. J'espère pouvoir doniter bientot des développements sur cette 
question. 


HE | 


« 
i. bet 
é 


ra 


LE 


SUR LES FONCTIONS CONTINUES 
D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES 


ET SUR LE 


PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES, 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


1. La démonstration donnée par Cauchy du principe fondamental de 
la théorie des équations algébriques repose sur un postulatum implici- 
tement admis par l’illustre géomètre et démontré, il y a quelques 
années, par M. Darboux, dans le Bulletin des Sciences mathématiques (*). 
M. Darboux a prouvé, en effet, que st une fonction continue de deux 
variables réelles prend, pour tous les points situés à l’intérieur d’un con- 
tour fermé, des valeurs qui demeurent comprises entre deux nombres, H et 
K, elle obtient nécessairement, pour un système au moins de valeurs des 
deux variables indépendantes, la valeur qui marque la limite maximum 
ou minimum de toutes les valeurs qu elle peut prendre. 

D'autre part, la démonstration de Cauchy repose sur des considéra- 
tions empruntées à la théorie des fonctions circulaires. 

Nous nous sommes proposé dans ce travail un double but: 1° établir 
quelques propriétés générales des fonctions continues d’un nombre 
quelconque de variables, et en particulier étendre à ces dernières le 
théorème de M. Darboux ; 2° réduire à leur plus grande simplicité les 
raisonnements qui permettent d'éviter toute considération étrangère 
à l’Algèbre dans la démonstration du principe relatif aux équations 
entières. 


(1) Année 1872, p. 307 et suivantes. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — SEPTEMBRE 1890. 34 
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De l'espace à » dimensions. Espaces limités, complets. 


2. Nous nommerons point à n coordonnées tout système de valeurs 
particulières respectivement attribuées aux » variables réelles x, y, ..., 
et espace à n dimensions l'ensemble de tous les points à n coordonnées. 

La distance des deux points 


2s Yan as tae Ves <= 2) 
sera, par définition, la racine carrée non négative de la quantité 


(Te — Li)? + (y2— V1) +. sus 


Dans l’espace à n dimensions, on a souvent à considérer, à l’exclu- 
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont à 
certaines conditions, d’une nature absolument quelconque d’ailleurs : 
leur ensemble constitue ce qu’on appelle une portion de l'espace a 
n dimensions. 

Une portion d’espace est dite Amitée, lorsque la distance d’un point 
variable au point (0, 0, ...) ne cesse d’y être numériquement inférieure 
à quelque quantité positive fixe; elle est dite wdlimuitée dans le cas con- 
traire. 

Un point est dit complétement extérieur à une portion donnée de 
l’espace à x dimensions, lorsque sa distance à un point variable de la 
portion dont il s’agit ne cesse d’être supérieure à quelque quantité po- 
sitive fixe. 

Enfin, une portion donnée de l’espace à » dimensions est dite com- 
plete, lorsque chacun des points qui n’en font pas partie lui est comple- 
tement extérieur. 

Par exemple, en désignant par R une constante positive, et par x, 
Yo, -.. des constantes quelconques, positives, négatives ou nulles, le 


fragment d'espace défini par la relation 
(2 2a) tly =~ 9)? tS 


esta la fois limité et complet. Si l'on supprime le signe d’égalité qui 

figure entre les deux membres, pour ne laisser subsister que le signe 
, , tye . à . ‘ s . . 

d'inégalité, on obtient un fragment limité, mais incomplet. + 
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Variantes complexes. 


3. Dans un Mémoire sur les quantités incommensurables (Annales 
de l’École Normale, novembre 1887), M. Méray appelle variante un 
nombre variable ¢,,,»,., dont la valeur dépend de certains entiers posi- 
(iS 72, Sa, qui prennent toutes les combinaisons de valeurs pos- 
sibles, et que l’on nomme ses indices. 

En se bornant au cas le plus simple, où le nombre des indices se 
réduit à 1, une variante ¢,, est dite convergente, si, un nombre positif « 
de petitesse arbitraire étant donné, on peut assigner pour l’entier m 
une valeur à partir de laquelle la différence +,,, — v, ne cesse d’être 
numériquement inférieure à «, quelque valeur positive que l’on attri- 
bue à l’entier p. 

On dit que la variante +, a pour limite la quantité invariable V, si 
la différence V — »,, est infiniment petite pour m infini. 


Pour qu'une variante tende vers quelque limite, il faut et il suffit qu’elle 
soit convergente. 


Nous nommerons variante complexe un point (variable) de l’es- 
pace à x dimensions ayant pour coordonnées » variantes, dépendant 
toutes d’un même indice. 

Une variante complexe est dite convergente, lorsque toutes ses coor- 
données le sont à la fois. 

On dit que la variante complexe (¢),, a pour limite le point fixe (V), 
quand ses diverses coordonnées ont respectivement pour limites les 
coordonnées correspondantes du point fixe. 


Pour qu'une variante complexe (?)m soit convergente, U faut et il suffit 
que, un nombre positif « de petitesse arbitraire étant donné, on puisse 
assigner pour l’entier m une valeur à partir de laquelle la distance des 
deux points (6)m (VP mrp ne cesse d’être inférieure aa, quelque valeur 
positive que Von attribue a Venter p. 

Pour que la variante complexe (v),, tende vers la limite (V), u faut et 
il suffit que la distance de ces deux points soit infiniment petite pour 
m infint. 


268 RIQUIER. 


Pour qu'une variante complexe tende vers quelque limite, il faut et il 
suffit qu'elle soit convergente. 


5. Lorsqu'une variante complexe est convergente, et qu'à partir d'une 
valeur suffisamment grande de son indice elle reste constamment situe 
dans quelque espace complet, sa limite y est elle-même nécessairement 
sutuee. | | 

Car, autrement, cette limite serait complètement extérieure à l’es- 
pace dont il s’agit, ce qui est impossible, puisque la distance de la 
variante proposée à sa limite est infiniment petite. 


6. En désignant par (v),, une variante complexe quelconque, et par 
(1) Mi, Ma, cs My, 


des valeurs particulières distinctes de son indice se succédant indéfiniment 
suivant quelque loi déterminée, l'expression 


(# ) = (my 


est évidemment une variante complexe dépendant de l'indice k. Cela 
posé, si la variante (v),, reste constamment comprise dans quelque por- 
tion limitée d'espace, la loi de succession des valeurs (1) peut être choisie 
de telle sorte que la variante (Ww), soit convergente (*). 


I. Désignons par a, 8, ... des entiers indéterminés en nombre n, 
que nous conviendrons de considérer dans un ordre toujours le méme, 
l’ordre x, 8, ..., par exemple, et soient 


TS + MORE 
TA Gr 


deux quelconques des combinaisons obtenues en attribuant aux en- 
tiers dont il s’agit tous les systemes possibles de valeurs positives; ces 


combinaisons étant, bien entendu, supposées distinctes, les diffé- 
rences 


ES 
D 
— 
_—_—— 


(3) eels a", B'e a 
ee eae, ASUS hr ec Lee Oh, DVI PÉNALES 


(*) Voir le Nouveau Précis d’ Analyse infinitésimale de M. Méray, p. 59. 
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ne peuvent s’annuler à la fois. Cela posé, nous dirons que la première 
des combinaisons (2) est de zaxe inférieure ou supérieure à la seconde, 
suivant que la première des différences (3) qui ne s’évanouit pas est 
négative ou positive ('). 

IL importe de faire à cet égard l'observation suivante. Si l’on dé- 
signe par 


CARE LS 5 
a" Et é 
cue Bm 


trois combinaisons de valeurs attribuées aux entiers «, B, ...; si l’on 
suppose en outre que la première soit de taxe inférieure à la seconde, 
et la seconde de taxe inférieure à la troisième, la première est néces- 
sairement de taxe inférieure à la troisième. C’est là une conséquence 
immédiate des relations évidentes 


CCE CA x") + (o" a?) 


e/— p= (B/— Br) + (6"— 8"), 


wie © vo © © 6 leur a = a shoes) tele le) eue) 4, à 8 ee 8 


II. Désignant par x,, y,, ... certaines valeurs particulières des n in- 
déterminées x, y, ..., et par X, Y, ... d’autres valeurs particulières 
des mêmes indéterminées, nous nommerons intervalle complexe \ en- 
semble de tous les points dont les coordonnées x, y, ... se trouvent 
respectivement comprises dans les indervalles simples de x, à X, de y; 
à Y, .... (ou égales à quelques-unes de leurs valeurs extrêmes). 

Nous nommerons subdivision d'un intervalle complexe l'opération 
consistant à subdiviser (de façons quelconques) les 7 intervalles 
simples dont l’association le constitue, puis à former de toutes les ma- 
nières possibles un intervalle complexe avec 7 intervalles partiels pris 
respectivement dans chacun d’eux. 

Nous aurons besoin ci-après de considérer dans un ordre déterminé 
les divers intervalles complexes provenant de Ja subdivision d’un 
intervalle donné; la loi de leur succession peut être choisie de bien 
des manières, et l’on peut, par exemple, la fixer comme il suit. En 
premier lieu, on adoptera pour les indéterminées x, y, ... un ordre 


-(1) Voir Gauss, Werke, Band Ill, p. 37. 
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toujours le même, soit l'ordre æ, y, .... Considérant ensuite les inter- 


valles simples partiels obtenus par la subdivision de l'intervalle total 


relatif à une indéterminée quelconque, on commencera par les ranger 
dans l’ordre naturel que leur assignent les valeurs croissantes de cette 
variable. Si l’on désigne alors par 


AE Ce) i) 
(i, Co ees aloes 


11)  :(2) : (2) 
PART IR TU AU 


les diverses suites d’intervalles simples ainsi obtenues, et que l'on as- 
socie ces derniers de toutes les manières possibles en prenant un 
terme et un seul dans chaque ligne horizontale du Tableau précédent, 
deux quelconques des intervalles complexes qui en résultent pourront 
être désignés par les notations 


(4) FE, 0, on ds 
LORS | 
où les deux combinaisons d’entiers positifs 
Os Bi: ’ 
ar. GP 


sont nécessairement distinctes. Cela posé, nous dirons, pour abréger, 
que l'intervalle partiel (4) est de taxe inférieure ou supérieure à V’inter- 
valle partiel (5), suivant que la première des deux combinaisons dont 
il s'agit sera elle-même de taxe inférieure ou supérieure à la se- 
conde (1), et nous conviendrons de considérer nos intervalles partiels com- 
plexes dans un ordre. tel que leur taxe aille toujours en croissant; nous 
dirons, en pareil cas, qu'ils sont ordonnes. 

Observons, en passant, qu'un intervalle complexe forme une portion 
limitée et complete de l’espace à n dimensions. 

IT. En vertu de l'hypothèse faite sur (e),, il existe évidemment 
quelque intervalle complexe 


ES OP OR CS à 


dans lequel cette variante se trouve constamment comprise, et que 
nous representerons, pour abréger, par J,. Si l’on divise en deux par- 
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ties égales chacun des intervalles simples dont se compose 3, et qu’on 
ordonne (11) les divers intervalles complexes résultant de cette subdi- 
vision, il existe certainement quelqu'un de ces derniers où la va- 
riante (9), tombe un nombre infini de fois. Appelons 3, le premier 
d’entre eux pour lequel cette circonstance se réalise ; opérons sur lui 
comme nous l’avons fait sur J,, et ainsi de suite indéfiniment. Nous 


formerons de cette manière une suite illimitée d’intervalles com- 
plexes 


(6) Ji, Sa, COR Sy 


re 


jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer : 1° chacun 

d’eux fait entièrement partie du précédent et, par suite, de tous ceux qui 

viennent avant lui; 2° celui de rang # est formé d’intervalles simples 

ayant pour grandeurs respectives les valeurs numériques de 
X—x, Y—7y, 


) 
gk-1 


wes , eee 5 


3° la variante (¢), tombe une infinité de fois dans chacun des inter- 
valles (6). 
Cela posé, considérons la suite illimitée 


(Phis (@)ay (Ph sees 


et soient (w), le premier terme de cette suite, (æ}, le premier des 
termes restants situé dans l'intervalle J,, (æ), le premier des termes 
restants situé dans l'intervalle Ÿ,, et ainsi de suite indéfiniment. La 
distance des deux points (#),, (æ 4», au plus égale à 


= VX Lo) (yo), 


est infiniment petite pour # infini, et, par suite, la variante (), est 
convergente (4). 


Fonctions continues. 
7. Considérons une fonction f(x, y, ...) définie dans un fragment 


déterminé de l’espace à z dimensions, et désignons par (2, Yo, +.) 
un point fixe, par (a, y, ...) un point variable, situés l’un et l’autre 
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dans le fragment dont il s'agit : la fonction sera dite continue au point 
(ys Yor -.) du fragment, si, un nombre positif « de petitesse arbi- 
traire étant donné, on peut assigner un nombre positif B, tel que la 
différence 
Fa, pee) — (vs Jo +++) 

soit numériquement inférieure à « lorsque les différences æ — x, 
y — Yo, --- sont toutes numériquement inférieures à 8. 

La fonction sera dite continue dans le fragment considere, si elle l’est 
en chaque point du fragment. 


8. Si l’on désigne par f(x, y,...) une fonction continue dans un 
espace donné, et que l’on substitue à x, y, ... les coordonnées d’un point 
convergent finissant par ne jamais sortir de l’espace en question et ayant 
pour limite un point (&, n, -..) de cet espace, le résultat de la substitution 
est une variante simple ayant pour limite f( Eo tent ee 


9. Si la fonction f(x, y, ...) est continue dans un espace limite et 
complet (2), on peut, un nombre positif « de petitesse arbitraire étant 
donné, assigner un nombre positif 8, tel que la différence 


S (Lay Vas see) — Fais Wy ++ +) 


sou numériquement inférieure à « toutes les fois que les points 


(Ti, Ya Sr) (2a; Ya sth) 


, 
sont choisis dans l’espace en question, sous la seule condition que les diffe- 
rences 


Lo — Lis Ye — Yu 
sotent toutes numériquement inférieures à 6. 


I. 1° Nous aurons tout à lheure à considérer dans un ordre déter- 
miné Jes combinaisons deux à deux des intervalles complexes partiels 
provenant de la subdivision d’un intervalle complexe donné (6, ITD}; 
c'est-à-dire les résultats obtenus en associant de toutes les manières 
possibles deux quelconques des intervalles partiels. La loi de leur suc- 
cession peut être choisie de bien des manières, et l’on peut, par exemple, 
la fixer comme il suit. Les intervalles en question étant rangés d'après 


eS LA? 


‘ 
+ 
) 
H 


her etant uns 
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leurs taxes croissantes (6, II), on associera d’abord le premier avec le 
deuxième, puis avec le troisième, ec. jusqu ‘au dernier; on associera 
ensuite le deuxième avec le troisième, puis avec le quatrième, etc. jus- 
qu'au dernier; et l’on continuera ainsi jusqu’à ce que l’on ait été con- 
duit à associer l’avant-dernier intervalle avec le dernier. Les combi- 
sons ainsi formées seront dites ordonnées, lorsqu'elles seront rangées 
à la suite les unes des autres dans l’ordre même qui a présidé à leur 
formation successive. 

2° Étant donnés deux intervalles complexes que l’on considère l’un 
par rapport à l’autre dans un ordre déterminé, et auxquels on fait subir 
respectivement deux subdivisions quelconques (6, IT), on conviendra 
de ranger dans l’ordre suivant les résultats obtenus en associant de 
toutes les manières possibles deux intervalles partiels respectivement 
fournis par ces deux subdivisions. 

Avec les intervalles partiels provenant respectivement du premier et 
du second intervalle donné, on formera successivement un premier, 
puis un second groupe, et, dans chacun des groupes ainsi obtenus, on 
rangera les intervalles partiels d’après leurs taxes croissantes (6, II). 
On associera ensuite le premier intervalle du premier groupe avec le 
premier, le deuxième, le troisième, etc. du second groupe; puis le 
deuxième intervalle du premier groupe avec le premier, le deuxième, 
le troisième, etc. du second groupe; et l’on continuera ainsi jusqu’à ce 
que l’on ait été conduit à associer le dernier intervalle du premier 
groupe successivement avec tous ceux du second. Les combinaisons 
ainsi formées seront dites ordonnées, lorsqu’elles seront rangées à la 
suite les unes des autres dans l’ordre même qui a présidé à leur for- 
mation successive. 


Il. En nommant toujours f(x, y, ...) la fonction dont il s'agit dans 
notre énoncé général, et désignant par À, u deux constantes positives, 
supposons qu'il existe au moins un système de 

| deux points situes l’un et l’autre dans l’espace proposé et dont les 

coordonnées semblables présentent des différences toutes numérique- 

(7) { ment inférieures à p, tandis que les valeurs prises par la fonction 

aux deux points dont il s'agit présentent une différence numérique- 
ment supérieure ou égale à À. 


Ann, de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — SEPTEMBRE 1890. 39 
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= 


Cela étant, on peut assigner suivant une loi déterminée un groupe de 
2n quantités | 
ë', n', aye ss"9 ë", n", ss 
rangées les unes par rapport aux autres dans un ordre également deter- 
miné, et jouissant de la triple propriété : 1° que les points 


MEURT yaa 


soient situés l’un et l’autre dans l’espace donne; 2° que les différences for- 
mées avec les coordonnées semblables de ces deux points ne soient pas nu- 
mériquement supérieures à y.; 3° que la différence des valeurs prises par la 
fonction aux deux points dont il s'agit ne soit pas numériquement infe- 


rieure à À. 


Effectivement, l’espace dont il s’agit, étant limité, se trouve entière- 
ment contenu dans quelque intervalle complexe (6, II), soit 


ES ks OG a see ae 


Si l’on divise en p parties égales chacun des intervalles simples de 
l'association desquels ce dernier résulte et que l’on considère les in- 
tervalles complexes partiels fournis par cette subdivision, il existe cer- 
tainement quelque valeur de p, et par suite une valeur minima de 
cet entier, pour laquelle deux intervalles partiels distincts convena- 
blement choisis contiennent respectivement deux points satisfaisant à 
la condition (7) : en effet, si deux semblables points (qui, par hypo- 
thèse, existent dans l’espace donné) se trouvaient, quel que soit p, 
situés l’un et l’autre dans un même intervalle partiel, leur distance 
serait inférieure à 


/ r 2 T 2 
rats Lo)” + CY Vo) ce ks 


et par suite rigoureusement nulle, ce qui est impossible, puisque la 
fonction acquiert en ces deux points des valeurs différentes. Cela posé, 
attribuons à l’entier p la valeur minima dont il est question ci-dessus, 
ordonnons les combinaisons deux à deux des intervalles partiels qui 
résultent de la subdivision correspondante (I, 1°); arrétons-nous à la 
première de ces combinaisons pour laquelle les deux intervalles com- 
posants contiennent respectivement deux points satisfaisant à la condi- 


4 
F 
4 
4 
Z 
4 
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tion (7), et considérons ces deux intervalles l’un par rapport à l’autre 
dans l’ordre de leur taxe croissante, soit 


J, =[2, à X', yay, ...], 
J —=[z aX, y, ay’, ...7; 
effectuons maintenant sur chacun des intervalles complexes 3, 3’ 
la subdivision provenant du fractionnement en deux parties égales de 
tous les intervalles simples 
Yen NT, ct, 
BAX yf AT. 


associons de toutes les manières possibles un intervalle partiel (com- 
plexe) fourni par la première subdivision avec un intervalle partiel 
fourni par la seconde; puis, ordonnant les résultats ainsi obtenus 
(I, 2°), arrétons-nous au premier d’entre eux pour lequel les deux 
intervalles composants contiennent respectivement deux points satis- 
faisant à la condition (7); désignons enfin par J), l'intervalle compo- 
sant extrait de ¥,, par J), l'intervalle composant extrait de J’, et con- 
sidérons ces derniers l'un par rapport à l’autre dans l’ordre J), 3°. En 
opérant sur eux comme nous venons de le faire sur J,, 3", et ainsi 
de suite indéfiniment, nous obtiendrons deux suites illimitées 


(8) ANR. :, 
(9) JL ih sce et a i 


jouissant des propriétés ci-après : 1° dans l’une quelconque de ces 
suites, chaque intervalle complexe fait entièrement partie du précé- 
dent; 2° celui de rang g est formé d’intervalles simples ayant pour 
grandeurs respectives les valeurs absolues de 


T | [À TI oe 
Soe Ve y, 
271 ? 271 ? 


ou de r 1 TN 
M2, À Jo, 


24—1 2 24—1 


selon qu’il s’agit de la suite (8) ou de la suite (9); 3° quelque valeur 
que l'on attribue à l’entier g, les deux intervalles 3, J, contiennent 
respectivement deux points satisfaisant à la condition (7). 
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Cela posé, nous désignerons par (w ), la variante complexe ayant pour 
coordonnées les valeurs extrêmes minima des zx intervalles simples 
qui constituent 3°, par (w”), la variante complexe ayant pour coor- 
données celles des » intervalles simples qui constituent J), et nous 
démontrerons successivement les points suivants : 

1° La variante complexe (u'), tend vers une limite (v') située dans l’un 
quelconque des intervalles (8) : car la distance des deux points (u’),, 
(u')y: inférieure à 


(10) VRP EE, 


DÉS 


est infiniment petite pour g infini, et le point (w’),., reste compris, 
. ’ oe La 
quel que soit r, dans l’espace complet J, (5). 
On verra de même que la variante complexe (u”), tend vers une 
limite (v”), située dans l’un quelconque des intervalles (9). 


2° Chacun des points (u'), (v”) est nécessairement situé dans l’espace 
donne. 

Effectivement, si le point (v’), par exemple, n’en faisait pas partie, 
l'intervalle J, contiendrait nécessairement, en même temps que (v’), 
quelque point de l’espace dont il s’agit, et la distance de (v’) à un 
pareil point pourrait ainsi devenir inférieure à la quantité (10), par 
suite à toute quantité donnée. Or, c’est là une conclusion absurde, 
puisque l’espace donné est complet, et que le point (v’), s’il n’y est 
pas compris, ne peut lui être que complètement extérieur (2). 

3° Les différences formées avec les coordonnées semblables des points 
(u'), (v") ne peuvent être numériquement supérieures à y. 


Soient 


SY 
. 


, Sate à 


= 


1! 
1" 


Jsvr 
~~ 


b 


les coordonnées respectives de ces deux points; 


! 


x, ¥'; 
celles d’un point quelconque commun à 3, et à l'espace donné; 


" [4 
Lis Foie 


; = ’ . x ” . » 
celles d’un point quelconque commun à J, et à l’espace donné. La 


SUR LES FONCTIONS CONTINUES D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 277 


relation 
EE — (ET a") = (é'— x!) ss (æ'"— x!) 


donne immédiatement 


val. num. (£”— £’)£ val. num. (£"— x") + val. num. (£' — zx!) 
+ val. num. (x"— 2’), 
Or on a, en valeur numérique, 
X"— 2, X'— x, 


> El— gl< 


= 997-1 2 


et d’ailleurs les points (x’, y’, ...), (a, y’, ...) peuvent toujours être 
choisis de telle manière que les différences formées avec leurs coor- 
données semblables tombent numériquement au-dessous de x. Il en 
résulte 


val. num. (X"— x) Le val. num. (X/— x!) md 


val. num. (£"— f’/)< nn 37-1 


inégalité dont le premier membre est une constante, et dont le second 
tend vers & pour g infini; il est donc impossible que la constante en 
question soit supérieure à p.. 


4° La difference des valeurs prises par la fonction aux points (v'}, (4) 
ne peut être numériquement inférieure ah. 


Si l’on pose, pour abréger, 
[hE OTE Fo) aa fh (IA ee 04) A; 


CEE ne on) cae M) A 
rite 1", Fe ay — f(x", 7", ch 5 AE 


Fe JE, n, +) A SAM 


val. num. [ f(é’, n°, ...)—f{(Ë,n", ...)]2 val. num. À — val. num.(A’— A’), 


et à plus forte raison 


val. num. PACE, a oe ) aw AU n', CE al 


> val. num. A — val. num. A’— val. num. A”. 


(11) 
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Or il résulte de la continuité de la fonction /(æ, y, ..-) et des inéga- 
lités (numériques) 


" ” nr 6 
cn n< 2 To E! x'< X To : 
is x = 97-1 > = 997-1 

” ' 
" EN Ta : n'—y's Y Y0 
n Y = 27-1 = 99-1 


qu’à partir d’une valeur suffisamment grande de g, les deux dernières 
différences A’, A”, figurant dans le second membre de (11), tombent 
numériquement au-dessous d’une quantité donnée, si petite qu’on la 

suppose. D’ailleurs, les points (a, y’,...) et (x”, y’,...) peuvent tou- 

jours être choisis de telle façon que la première A ne soit pas numé- 
riquement inférieure à À. On aura donc 


yal. num. FACE, 107,2) — FCS, DIE, 


en désignant par p une quantité positive aussi petite qu’on le voudra. 
Dès lors, la constante qui forme le premier membre de cette dernière 
relation ne peut tomber au-dessous de À. 


UI. Adoptons pour un instant la conclusion contraire à celle de 
notre énoncé général, et admettons qu’en désignant par À une con- 
stante positive convenablement choisie, et par % une quantité positive 
arbitraire, il existe toujours quelque groupe de deux points satisfaisant 
à la condition (7). 


D’après l’alinéa précédent (IT), il existe alors une variante com- 
plexe 


CP) — (ins Ya 2. Zins ee oa :) 


de nature telle : 1° que es deux points 


(a= Sion Fas rare fy 


( v” )m — (LCR ee Mi -) 


tombent constamment dans l’espace proposé; 2° que les coordonnées 
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bo 


ge) 


7 
de ces deux points vérifient les relations simultanées 


” , I 
val. num, (x, — x),) & a 


4 ! if 
val. num. (V¥m— Ym) oe 


Val. num [Lf (ens Vine 294) (Ps eee 


La variante (e),, restant toujours dans un même fragment limité de 
l’espace à 22 dimensions, une variante 


œh= (Mat, y, Ma, My", ...), 


convenablement extraite de (?)m, sera convergente (6), par suite aussi 
les deux variantes 
(æ'}r = (QUE AS (og, oe 2}, 
(D) = DO REY, 
D'ailleurs, ces deux dernières tendent vers une limite commune : car 
les différences à” 
Dal El, (By (y! 


sont infiniment petites pour # infini, puisque les différences 


" 


! (4 ! 
Lm = Lms Vm Ym 


le sont elles-mêmes pour 7m infini. Enfin, cette limite commune est 
nécessairement située dans l’espace donné, qui par hypothèse est 
complet (5). De ces circonstances, jointes à la continuité de) 
il résulte (8) que les deux quantités 


ne, Oy, ...), ft", My", 2) 


tendent vers une même limite pour # infini, et par suite ont une diffé- 
rence infiniment petite, ce qui est impossible : car alors, et contraire- 
ment à ce qui précède, la difference 

Fm Ya CA ~) sf (Lay Vert bits =) 


serait numériquement inférieure à À pour des valeurs convenablement 


choisies de ™m. 
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10. Lorsqu'une fonction est continue dans un espace limité et complet, 
sa valeur numérique y reste constamment inférieure à quelque quantité 
fixe. 

Soient « un nombre positif choisi à volonté, et 8 un nombre positif 
remplissant les conditions indiquées par l’énoncé du numéro précé- 
dent. L'espace donné, étant limité, se trouve entièrement contenu dans 
quelque intervalle complexe (6, II), et celui-ci d’ailleurs peut ètre 
subdivisé de telle façon que, pour deux points choisis à valonté dans 
l’un quelconque des intervalles partiels résultant de cette subdivision 
(6, IL), les différences formées avec les coordonnées semblables soient 
toutes numériquement inférieures à GB. Si, désignant alors par g le 
nombre des intervalles partiels qui contiennent quelque point de l’es- 
pace donné, on choisit à volonté un semblable point dans chacun 
d’eux, et que l’on nomme M la plus grande des g valeurs numériques 
correspondantes de la fonction, il est clair qu’en un point quelconque 
de l’espace dont il s’agit la fonction sera numériquement inférieure à 
M + à. 


11. Si la fonction f(x, y,...) est continue dans un espace limite et 
complet, et si la différence f(x, y,...) — C, où C désigne une constante, 
y peut devenir numeriquement inférieure à toute quantité donnee, la fonc- 
lion f(x, y, ...) atteint certainement la valeur C en quelque point de l’es- 
pace dont il s'agit. 

I. A toute quantité positive w, on peut faire correspondre, suivant une 
lot déterminée, un point de l'espace donné où la valeur numérique de 
f(X, y,...) — Cne surpasse pas w. 

Nous poserons 

PCy Fie a OS AA CE 
fonction évidemment continue, comme /(#, y,...), dans l'espace 
donné. 

Pour la même raison qu'aux n° 9 et 10, il existe quelque intervalle 

0 : : 2 * , a 
complexe 3, dans lequel l’espace donné se trouve entièrement com- 
pris. Divisons en deux parties égales chacun des intervalles simples 


Rg BoM, Prin, 
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de l’association desquels résulte l'intervalle 3,; ordonnons (6, IL) les 
intervalles partiels complexes fournis par cette subdivision, et appe- 
lons 3, le premier d’entre eux contenant quelque point de l’espace 
donné où la fonction F(a, y,...) soit numériquement inférieure à ©. 
En opérant sur l’intervalle Ÿ,, comme nous l'avons fait sur J,, et ainsi 
de suite indéfiniment, nous obtiendrons une suite illimitée d’inter- 
valles complexes 


(12) Sto, 2 a er 


jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer : 1° chacun 
d'eux fait entièrement partie du précédent; 2° celui de rang ¢ est 
formé d’intervalles simples ayant pour grandeurs respectives les valeurs 
numériques de 

Mr, V y 

sats: D do) 
30 chacun des intervalles (12) contient quelque point de l’espace donné 
où la fonction F(a, y,...) tombe numériquement au-dessous de ©. 

Cela posé, soit (wu), la variante complexe ayant pour coordonnées les 

valeurs extrêmes minima des » intervalles simples dont est formé 3, : 
on prouvera, par des raisonnements tout à fait analogues à ceux que 
nous avons employés en pareille circonstance dans l'alinéa II du n° 9: 
1° que la variante complexe (u), tend vers une limite (u) située dans 
l’un quelconque des intervalles (12); 2° que le point (u) fait nécessal- 
rement partie de l’espace donné; 3° que la valeur numérique acquise 
au point (v) par la fonction F(a, y, -. .) ne peut surpasser ©. 


II (‘). D’après l'alinéa précédent (1), il existe quelque variante com- 
plexe 
(9) m = (amp Vm +> >, 


tombant constamment dans l’espace proposé et donnant lieu à la rela- 
tion 


val. num. F( 2m, Ym -- DE: 


(1) Pour cette seconde partie de la démonstration, voir le Nouveau Précis d'Analyse 
infinitésimale de M. Méray, p. 59 et 60. 
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dont le premier membre est dès lors infiniment petit pour m infini. La 


variante (#), ne sortant jamais d’un espace limité, une variante 
(w)x = (2), a, vee) 


convenablement extraite de (v),, sera convergente (6), et rendra la 
quantité F(a, y,...) infiniment petite pour # infini ; sa limite 


(SF ey 


sera d’ailleurs située dans l’espace donné (5). Enfin, à cause de la con- 
tinuité de la fonction F(z, y, ...), la variante (simple) F(a, y®, ...) 
aura pour limite F(3, H,...) [8], d’où résulte 


FUSS: ee 
ou = 
Sl eis, à RAR ET Re 


12. Sila fonction f(x, y,...) est continue dans un espace limité et 
complet, on y peut assigner à sa valeur algébrique une limite supérieure 
el une limite inférieure, dont chacune est atteinte par la fonction en 
quelque point de l’espace donne. 


Il résulte évidemment du n° 10 que l’on peut assigner quelque inter- 
valle (simple) dont la valeur extrême minima soit surpassée (algébri- 
quement) par f(a, y, ...) en quelque point de l’espace donné, tandis 
que la valeur extrême maxima ne l’est jamais. Si l’on divise en deux 
parties égales l'intervalle dont il s’agit, il existe un de ces intervalles 
partiels et-un seul jouissant de la même propriété. Sur celui-ci on peut 
raisonner comme sur le précédent, et ainsi de suite indéfiniment. On 
formera, de cette manière, une suite illimitée d'intervalles 


(13) QA Asses AR Ags nn ln Ans Sonny 

jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer : 1° chacun 

d'eux est entièrement compris dans le précédent; 2° la différence 
men ‘ x es 

A, — @» a pour valeur Ti 3° la valeur extréme minima de chaque 


intervalle est surpassée par la fonction en quelque point de l’espace 
donné, tandis que la valeur extrême maxima ne l’est Jamais. 
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Il résulte des deux premières propriétés que A,, tend vers une 
limite comprise dans chacun des intervalles (13). Cette limite ne peut 
être surpassée par la fonction en aucun point de l’espace donné; car 
alors A,, finirait par tomber au-dessous de quelque valeur de la fonc- 
tion. Enfin cette limite est certainement atteinte en quelque point du 
même espace; car autrement l’intervalle de a, à An comprendrait, en 
même temps qu’elle, quelque valeur de la fonction, et cette dernière 
s’approcherait indéfiniment de la limite en question, ce qui est impos- 
sible, à moins qu’elle ne l’atteigne (11). 

Il existe done une limite supérieure satisfaisant aux conditions 


énoncées, et l’on prouverait de même l'existence d’une limite infé- 
rieure. 


Principe fondamental de la théorie des équations algébriques. 


13. Nous nommerons premier et second élément de l'imaginaire 
a’ + ia” les deux quantités réelles a’, a”. 
Si aux » variables 


(14) ; DL LIL, y=}'+iy", 


on attribue tous les systèmes possibles de valeurs imaginaires, les sys- 
tèmes de valeurs réelles que prennentalors leurs éléments redonnent les 
divers points de l’espace indéfini à 27 dimensions. Il arrive d’ailleurs 
sans cesse que l’on ait à considérer exclusivement dans telle ou telle 
question les systèmes de valeurs des z variables (14) fournis par tel 
ou tel groupe de conditions subsistant entre leurs 2n éléments. 

Dans les questions qui comportent la considération de » variables 
imaginaires, et par suite de l’espace à 2n dimensions, on désigne un 
point quelconque de ce dernier tantôt par les 2 valeurs imaginaires 
attribuées aux variables dont il s’agit, tantôt par les 27 valeurs réelles 
attribuées à leurs éléments. 


14. Considérons une fonction de » variables imaginaires f(x, y, ---), 
définie dans un fragment déterminé de l'espace à 27 dimensions, et 
désignons par (a, Yo. ---) un point fixe, par (a, y,...) un point va- 
riable, situés l’un et l’autre dans le fragment dont il s’agit : la fonction 


sont toutes de modules inférieurs à 6. ‘ 


ne a ia one de et bene ante 


nombre positif 8, tel que la différence 


F7; oe cee oa 5} 


soit de module inférieur à & forsene les différences L— Lo, y= Yo ee 


La fonction sera dite continue dans le fragment considéré, si elle l’est 


en chaque point du fragment. . | 
Par exemple, une fonction entière de n variables imaginaires est con- 


tinue dans tout l’espace à 2n dimensions. 


15. Il est clair que les deux éléments d’une fonction de 7 variables 
imaginaires, et par suite aussi son module, sont des fonctions réelles 
de leurs 27 éléments. Cela posé, lorsqu'une fonction de n variables ima- 
ginaires est continue dans un fragment donné de l'espace à 2n dimen- 
sions, son module, considéré entre les mêmes limites, est une fonction con- 
tinue des éléments des variables. = 

Soient en effet /, et f les valeurs respectivement acquises par la 
fonction donnée au point fixe | 

(is Porc To hi Los No HET or =) 


et au point variable 
Cy PRR aCe et eee ot! CUS A EN 


du fragment considéré. Puisque la fonction est supposée continue, on 
peut, un nombre positif « étant donné, assigner un nombre positif 8, 


tel que la relation 
mod (f — fo) <2, 


et à plus forte raison la relation 
val. num. (mod f — mod f,) < « 
soit une conséquence nécessaire des inégalités 


mots <a) < 6, mod(y — y) <B, 


* SUR LES FONCTIONS CONTINUES D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 285 


Or il suffit, pour que ces dernières soient vérifiées, que les différences 
RC TT Order Ÿ —y,, -2-80ient toutes numériquement 


p 


inférieures à am 
2 
16. Toute équation entière f(x) = 0 admet quelque racine. 


I. Nous établirons d’abord le lemme suivant : 


St le terme constant k est différent de zéro dans l'équation binôme 
BH k= 0, 
ul existe quelque valeur de x rendant le module du premier membre infe- 
rieur à celui de k ('). 
1° Notre lemme est vrai pour une équation binôme de degré impair 
m=2U+ 1. 


Désignons en effet par #' et #’ les éléments, non nuls à la fois, du 
terme constant #, et par £ une quantité réelle provisoirement indéter- 
minée. Pour x = &, le module du premier membre devient 


(15) VCR Em A 


pOur x — v=, ce même module devient 


(16) Vk? + [AT + (—1)REm TP. 


Si done # n’est pas nul, l’expression (15) montre que la valeur a = E 
satisfera aux conditions de l’énoncé, pourvu que ¢ soit de signe con- 
traire à # et que sa puissance mime lui soit numériquement inférieure ; 
si k” n’est pas nul, l’expression (16) fait voir qu'il suffit de prendre 
a =v, en choisissant pour £ une valeur de signe contraire &(—1)*&", 
et dont la puissance mime soit numériquement inférieure à Ks 


2° Toute équation binôme du second degré admet quelque racine. 


Effectivement, soit 
æ?= a! + ia" 


(1) La démonstration de ce lemme est empruntée au Nouveau Précis d’ Analyse infinité- 
simale de M. Méray (p. 70 et 71). 


286 RIQUIER. 


l'équation considérée, où a’, a” désignent des quantités réelles. Si a 
et a” sont nuls tous deux, l'équation est vérifiée pour æ = o. Si a” seul 


. gage ee . ! 
est nul, elle l’est pour æ = va’ ou pour æ —1 V—a’, suivant que @ 
est positif ou négatif. Enfin, si a” n’est pas nul et que « désigne le mo- 
dule de a’ + ia”, l'équation est vérifiée pour 


ata , /a—a' 
L— Haag x 
2 2 
ata’ . fa— a 
Le — — i » 
2 2 


suivant que a” est positif ou négatif. 


att Sey ll al 


ou pour 


3° Notre lemme, démontré pour une valeur impaire de m, est vrai pour 
une valeur paire. 


On peut poser, en effet, m= 27, vu. étant impair. D’après ce qui 
précède (1°), (2°), il existe une valeur #, vérifiant l'inégalité 


mod(k#-+ #) < mod, 
puis des valeurs #,, 43, ..., k,,, vérifiant les égalités successives 


hs CRE -2 a=) 8 
Kees ke kiss 2» sey ke fie Ke 


de la combinaison desquelles on déduit 
LEFT: 
PER 
Il en résulte évidemment 


mod (Kee + k)<modk. 


q+ 


II. L'équation du premier degré ax + b—o étant vérifiée pour 
.æ=— il suffit de faire voir que, si le théorème est vrai jusqu'au 
degré m — 1 inclusivement, il est encore vrai pour le degré m. 
Considérons donc une équation entière de degré m 
fix)=0: 
désignons par 0 le module du terme constant et nommons R une quan- 
lité positive, telle que le module de /(æ) soit supérieur à 0 pour toute 
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valeur de x =a’ + ix” de module supérieur à R. Dans l’espace limité 
et complet que définissent les relations 


ss ew'eR,  ,“RET'ER 


(6, IL), la plus petite valeur du module de f(x) (12) (13) (14) (15) 
est au plus égale à 0, et il résulte de là que, si l’on considère toutes les 
valeurs possibles de la variable imaginaire æ, le module de la fonction 
atteint, pour quelqu’une d’entre elles, une valeur au-dessous de la- 
quelle il ne tombe jamais. Nous avons à démontrer actuellement 
qu'une pareille valeur est de toute nécessité égale à zéro, et il suffit 
pour cela de faire voir que si une valeur x, n’annule pas notre fonc- 
tion entière, il existe quelque autre valeur de æ rendant le module de 
la fonction inférieur à celui qu’elle prend pour 2%. 

Or, en faisant æ = x, + het développant par la formule du binôme 
les divers termes de f(x, + h), on a 


(17) f(@oth) = f(&0) + h fire) +--- +h" fm( Xo); 


fila), fo(x), ..., fn(x) désignant certaines fonctions entières de de- 
grés respectifs m—1, m—2,..., 0, et dont la dernière, f(x), est 
précisément le coefficient du premier terme de f(x). Dans le second 
membre de (17), les coefficients extrêmes /(x,), fn(%o) sont donc 
l’un et l’autre différents de zéro. 

Cela posé, si tous les coefficients intermédiaires sont nuls, il existe (1) 
quelque valeur de À rendant inférieur au module de /(x,) celui de 

hf, (Lo) + f(£o) == f( Lore h). 
Si tous les coefficients intermédiaires ne sont pas nuls et si l’on sup- 
pose que /,(x,) soit le premier différent de zéro, la formule (17) 
devient 
fl aot h) =f (xo) + RP foto) +. +++ Afi (20). 


Posons maintenant 


FS p+1(2o) sls +2 (2) Sm (£0) pm 1, 
ES) d Fr RE I (Lo) ue 


J (0) : 
p(%o) as 
rieure au module de 9(/) pour toutes les valeurs de À de module infé- 


p(X) = 


et soient y la racine pit" du module de N une constante supé- 


: ae pal cod Il est facile nr ie 


| inférieur à à celui de Aa), s 
| l'équation entière | 


è * 
« 


rc. en = es if an on 

dont le degré p est supérieur à zéro et inférieur à m. On a effective- 

ment en pareil cadeau Tae. | rt ee 
à “flat i) = (0-H) fas) + AP fa) 800) 


dou 
mod f(a+h) € mod f(y) {1— H+ mod [+1 9(h)]| 


< mod f(a») [1 — H?+ Np H+], 


D'ailleurs, à cause de H < Re — la quantité entre crochets qui figure 


dans la dernière relation est tonte à à l’unité, et il en résulte 


Li = 
mod f(#-+ h) < mod f(x). 
= en. © (2) Il suffit de prendre N supérieur à 
= mod der fat) = » mod fait RE um--p-1 mod ne. 
:# 
SS 


SUR LES 


DISSOLUTIONS D'UN SEL MAGNÉTIQUE, 


Par P. DUHEM. 


Il ne paraît pas que les propriétés d’une dissolution formée par un 
sel sensible à l'action de l’aimant aient été jusqu'ici l’objet d’aucune 
étude théorique. La Thermodynamique, cependant, fournit une dé- 
monstration très simple de quelques-unes de ces propriétés; certaines 
des conclusions auxquelles elle parvient paraissent susceptibles d’une 
vérification expérimentale. C’est à l’exposé de ces conséquences de la 
Thermodynamique que sera consacré ce Mémoire. 


§ I. — Potentiel thermodynamique d'un système aimanté 
renfermant une dissolution. 


Le potentiel thermodynamique interne d’un système aimanté peut 
se mettre sous la forme suivante : 


F=E(V—TY) +3 + fF(M) de. 
* Dans cette formule, 


E est l’équivalent mécanique de la chaleur; 

T est la température absolue; 

Y est l’énergie interne que posséderait le système si on le ramenait à 
l’état neutre magnétique ; 

E est l’entropie qu'il posséderait dans les mêmes conditions ; 

x est le potentiel magnétique; 

om est l’intensité d’aimantation en un point de l’élément dy; 

f(x) est une fonction dont la forme dépend de la nature de la sub- 
stance qui compose l'élément dv; 
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le signe [enfin indique une intégration qui s'étend à tous les élé- 
ments de volume du système. 


Ce potentiel thermodynamique interne ne figure jamais, dans aucune 
question, que par sa variation; il en résulte que l’on peut, sans incon- 
vénient, y supprimer tous les termes qui sont assujettis à demeurer 
constants. . 

Supposons le système formé d’aimants permanents 1 et d’un corps 
parfaitement doux 2; soit de, un élément de volume des aimants per- 
manents; soit dy, un élément de volume du corps parfaitement doux; 
l’aimantation a pour composantes .L,, vb,, ©, en un point du premier 
élément, et A, 1%5,, ©, en un point du second; soient ©, la fonction 
potentielle magnétique des aimants permanents et ©, la fonction po- 
tentielle de l’aimantation distribuée sur le corps parfaitement doux. 


Nous aurons 
I Ov, AKOy, 00: 
IA EU S, ——!) de 
J Zn ON Pr a on Get) a 


AD. TO. ie OO, 
+ {(% Or, + UV» dy: + Ce ) ds 2 


I Os, AT) ao 
pere he + vi 2,2 2\ des. 
= {( © OL #- Oye * ds : 


Mais les aimants permanents ayant une forme et une aimantation inva- 
riables, la quantité 


re ere See KO, ao Ke) 
CU ra pete 
2 | ( - OX, Le 1 OY, + : 03; des 


/ 


demeure absolument invariable, ce qui permet d’écrire 


OOS) 2Ù ao 
af — 1 db; nd ft 2 : ©, acon 4 
( * Oi, pak, UE CT DER mes 


I OU, 00, 20» 
= CAGE Lo = e Sas ! 
ai Ge =f ( Nog OX» == VD» dy» + 2 0% ) dv., 


en négligeant, comme nous l'avons dit, les termes constants. 

Nous admettrons que les aimants permanents sont formés par une 
substance de constitution invariable, tandis que le corps parfaitement 
doux aura une constitution variable; ce dernier sera formé par une 
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dissolution dont la concentration pourra être différente d’un point à 
l’autre au même instant et d’un instant à l’autre au même point. Cette 
dissolution sera incompressible, de telle façon que la densité en chaque 
point dépende uniquement de la concentration au même point. En dé- 
signant par s cette concentration, on pourra écrire 


E(Y — T2) = f d(s) dvs, 


®(s) étant une certaine fonction de s dont il n’est pas utile pour le 
moment de préciser davantage la nature. 
L’aimantation des aimants permanents étant invariable, on peut 
réduire 
JFG) de 
à la quantité 


SFM, s) des. 


De ces diverses considérations il résulte que, le potentiel thermodyna- 
mique interne d’un système formé par des aimants permanents et une 
dissolution magnétique peut s’écrire 


| $ — Ji SA es ot) des 


0 7? Oy. 
(1) | LE (19+ hp 0%; e, a) ie 


be, Oye 
+ “Plots +: § (DL, s)] des. 


§ II. — Aimantation d'une dissolution magnétique. 


Imaginons que les composantes dL,, 1, €: de l’aimantation aux 
divers IE de la dissolution éprouvent des variations arbitraires 
Das, dub, O25. Le potentiel thermodynamique interne, défini par l'é- 


galité (1), subira une variation donnée par l'égalité 


0(0,+ O2) OF (ML, s) de 
ag = f | Oks Poole Ge 
O(O, +2) OF (IL, 5) Ve HA 
OY» Od ML É 


O(O;+ 02) , AF(ML, 5) Se | 
if [SE DRAM Da Lars. 


P. DUHEM. 


292 
Cette variation doit, pour l'équilibre, être égale à zéro, quelles que 
soient les quantités 6..,, dw,, e,. On doit donc avoir, en tout point 


de la dissolution, 


Pen 


d(0, + 02) 


dog = — F(ON, s) "PE dé h 
La ' 
F 0(0O,+ Où) 
(2) Why = — F(a, s) igre 
»=— F(M,s) FCO MAY. 
OSs 
égalités dans lesquelles on a posé 
om 
D] = — ——— : 
(3) eae OF (M, s) 
dot 


La fonction F(a, s) est la fonction magnétisante. Un cas approximatif 
intéressant est celui où elle se transforme en un coefficient d’aiman- 
tation indépendant de l'intensité d’aimantation. 

Ce coefficient dépend de la concentration de la dissolution. Il peut 
arriver que le dissolvant, pris à l’état de pureté, soit tellement peu 
sensible à l’action de l’aimant qu’on puisse, sans erreur notable, le 
regarder comme non magnétique; c’est ce qui arrivera, par exemple, 
pour l’eau, si l’on compare son aimantation à celle d’un composé fer- 
rugineux en dissolution. Dans ce cas, du moins pour les faibles concen- 
trations, on peut regarder ce coefficient comme proportionnel à la 
concentration. Les équations (2) deviennent alors 


- 0(0,+ 0, 2) 

Aone ne 
. ce OX, 

(4) | FR Keon Ds). 
Oy. 

= a CCI Os) 

ig oe yee ee 


K étant un coefficient qui dépend de la nature du sel dissous et de la 
température. 

Ce coefficient est, en général, assez petit; il en est alors de même 
de v2, wb, ©, et partant de ©, ; de sorte que, si l’on néglige les termes 


\ a ae 
\ 
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de l’ordre de K? devant les termes de l’ordre de K, les équations pré- 
cédentes prennent la forme approchée 


00 
het Kia 
(5) ie ee 
| 0 
SS = 20: 
V9 — Ks 02 2 
D’une maniere génerale, on a 
ca ie 
6 SENS) = Bsa 
(6) § (OIL, s) ih Fou 
Dans le cas particulier où l’on a 
F(O,s)=Ks, 
cette relation devient 
- TU? 
(7) Es) = 
§ III. — Conditions d'équilibre d’une dissolution magnétique ; 


conditions hydrostatiques. 


Une dissolution magnétique 2 est soumise à l’action d’aimants per- 
manents 1. Aux divers éléments dw de la surface déformable qui limite 
cette dissolution sont appliquées des pressions normales P dw. Aux 
divers éléments de volume d de cette dissolution sont appliquées des 
forces extérieures. Les composantes de la force appliquée à lélé- 
ment dy, sont 

VV — o(s) ede 


OV 

Y nr 
OV 

Z = CIE AS 


o(s) étant la densité en un point de l'élément dv,, et V une fonction 
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uniforme finie et continue de a, y», 52, fonction dont la forme ne 
dépend pas de la figure du fluide. 

Ces dernières forces extérieures admettent un potentiel qui est 
donné par l'expression 


(8) W= fp(s) V des, 


les sommations s'étendant au volume entier du fluide. 
Cherchons à quelles conditions la dissolution considérée pourra de- 
meurer immobile. 


. Pour que l'équilibre soit assuré, il faut et il suffit que, dans toute défor- 
mation virtuelle imposée au fluide, la variation éprouvée par le potentiel 
thermodynamique interne du fluide soit égale ou supérieure au travail ef- 
fectué par les forces extérieures. 


Si l’on désigne par f le potentiel thermodynamique interne du fluide, 
par de, le travail des forces extérieures, cette condition s’exprimera 
ainsi : 

dF > dG, 
ou 
(9) df — d&,> 0. 


Dans le cas particulier où la déformation virtuelle imposée au fluide 
est renversable, c’est-à-dire où l’on obtient une nouvelle déformation 
virtuelle en changeant tous les signes des déplacements que les divers 
points éprouvent dans la première, le signe d’inégalité doit évidem- 
ment disparaître de la condition précédente, qui devient 


(10) 6F¢ — db. — 0. 


Le travail externe dé, est la somme du travail de’, effectué par les 
pressions que supporte la surface du fluide et du travail de” des forces 
appliquées a ses divers éléments de volume 


(11) d&, = dG, + de", 


Nous avons d’ailleurs 


(13)  d&.— S P[wcos(N;, æ) + 9 cos(N;, y) +0 cos(N;, z)] du, 


| 


SUR LES DISSOLUTIONS D'UN SEL MAGNÉTIQUE. 295 


u, v, w étant les composantes du déplacement d’un point de l’élé- 
ment dw; N; étant la normale à cet élément vers l’intérieur du fluide, 
et l'intégrale s’étendant à la surface déformable qui limite le fluide. 

Le travail de, est égal à la variation changée de signe de la quan- . 
tité W. Si os est la variation que subit la concentration au point 
(Las Yo, 32); Si u, v, w sont les composantes du déplacement du point 
matériel qui avait pour coordonnées initiales x,, y:, 22; si nous re- 


. marquons enfin que 


du de Ove 
Odpa=| — + — + — ‘a , 
Gis oy, lord * 


nous aurons 


de" — — [VE de 


= f(s) (Seu See le) de, 
— {Ves (+5 +5) de, 


d'p(s) ; Ve ds ) > 
7 À Fe nie, dv,. 


Les égalités (11), (12), (13) nous fournissent l'expression complete 
de dé,. 

Calculons maintenant la variation 6g subie par le potentiel thermo- 
dynamique interne de la dissolution. 

D’après l’égalité (1), on peut écrire 


(13) 


(14) 0f—A+B—+C, 


les trois quantités A, B, C ayant les significations suivantes : 


LE à [ ®(s) des, 
(i af Fm, $) dx, 


(16) 


as Gee 3 f (a: + Ub, Ree ot) de. 
39 
CASE 9 5) 
1 alo - Ubg-— + ©, —— | dry, 
+19 f( 2 ay 7 2 M: Fa 
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Calculons successivement les trois quantités A, B, C. 


1° Calcul de A. — Le calcul de A est facile; le volume de l'élément 


dv, augmente de 
Pace du ns ov ee a Jde 
Pa = 025 Oy» 055 2° 


En méme temps, la concentration en un point de cet élément augmente 
de és. On a donc 


boreal d ®(s) du | ov =) : 
| A= I A GE ap Os {aes 


(16) | (280) pa re sw) de 
Jia me oy Os “ 
2° Calcul de B. — Supposons que, dans la déformation du fluide, 


chaque élément entraine avec lui son aimantation sans que celle-ci 
change de grandeur ni de direction; ov demeurera invariable, et l’on 


aura simplement . 
7 


co ag¢(M, s) 2 du a Ow 
| B= {|S ds + F(, s (Sat ge + SE) aes 


{ 
) 
| fps F(M, TEC A TE sw) des 


3° Calcul de C. — La quantité dont C est la variation dépend uni- 
quement de la forme du fluide et de l’aimantation de chaque élément 
de volume. Donc, pour calculer C, on peut calculer la variation subie 
par la quantité en question dans une série quelconque de modifications 
amenant les éléments dont il s’agit du même état initial au même état 
final que la modification considérée. 

Soient 


(17) 


V (fig. 1) le volume occupé par le fluide avant et après la modification; 

V, le volume qui était rempli par du fluide avant la modification et ne 
l’est pas apres; 

V, le volume qui n’était pas rempli par le fluide avant la modification 
et l’est après. 


Il est aisé de voir que, en négligeant les infiniment petits d'ordre 
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supérieur, la modification considérée pourra être regardée comme ré- 
sultant des modifications suivantes : 


1° En tout point du volume ¢, = V+ V,, on donne à a, 1,, ©, des 
variations 


vt vi ul 
Ob. = (Sout g poe a = w), 
OX dY2 OZ 
OL. Of, CSA 
03. P 


0€ = (5 u + on P + 

2 On supprime ce qui se trouve à l’intérieur du volume V,. 

3° On remplit le volume V, par une masse de fluide aimanté dont 
l’aimantation en chaque point aitsensiblement même grandeur etmême 
direction qu'aux points du volume V' infiniment voisins de celui-là. 

On a alors 


(18) C—C'+ C'+ Cr, 


;, C”, C” étant les quantités analogues à C relatives à ces trois modifi- 
cations partielles. 

Si le volume et la forme du fluide demeurent invariables et si, en 
même temps, cb», 1», ©, subissent des variations quelconques à», db, , 
d2,, on sait que la quantité 
fi (a. co + Ub, oe + © =) dv. + - Le (a + Ub, i +, D) dv} 
Ann. de l’Éc. Norm, 3° Série. Tome VII. — Ocrogre 1890. 38 


+ ie winch ON 
’ subit une variation | d'a 
nee Da) gq, 4 O(Or+ D) 


+ 


On a done 


ra (D + 02) CAR AUS: 02) db, we) U2) ¢ 
saz wy ARE PS Ove Of, 0% ar. 
fossa acy aan, aay), ne + 


OX, Ov2 dYa « OY2 032 Oy2 
L FCI + 02) des | (Di + Va) OV. Oe Oe) Sos ofa 
0%, 032 dy 032 035 Pn D 2 
~ ou bien 
en be ‘ ioe 
peel (0109) + vy, Oe +2, Rice, 


» MOV) Len i 
0 2 Ss O02, { 


dvs ; 


0(O,+ 02) (Oy eG a(O, +] 

+ [a or dre Fed Or Co teste wv 

TMS es (0, + 0) 0? re | 

Le: 0X2 OY» he Or: 0% 
0? ns re (O, mci i, d (0; + D) 
02» OY 3 à dy} 

P(0Ui+O:) , Tasks (O,+ ss 
hey 0%» 03» dY2 052 


Si l’on désigne par dw, l’un des éléments de la re w qui con- 
; finent au volume V,, on verra facilement que 
oi 0(O,+ Vy) dOx4-O,) 2 00, ,) 
(20) ke S & Os i, OY: re 2 | 
x [ucos(N;, x) + ¢ cos(N;, y) + w cos(N;,:)]de,. 


De même, si do, désigne un élément de la surface w contigu au vo- 1 
lume +,, on aura 


32 


. ‘ : x LES 0(O,+ Un) 0(0,+ Ù:) } 0(0,+ Où) 
ee oe ee ee 
x Lu cos(N;, x) + y sara 7) + sw cos(N;, 5)] Ho 


PC NT PES) 
« x 

% 31 

i 
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Les égalités (2) donnent 


pee Oak ©) + O(O 0.) re O(O,+0,) "IR: 
OX, dY2 : 02> = F (Ol, S$) à 
LE (O1+0:) né (OI O0) (OH O:) _ F(9,s) 9 ME, 12 
ER MACINNIS eK 0e Le 2 0m E es) 
ne d(0,+O,) " d:(0, +0.) 0% 07(0,+0,) _ F(L,s) 9 M |? 
OX, 0Y2 oy; 4 OX, 05, “ean 2 Oy. F (OI, S) 5 
LPO, LEO) P(OI+ 0) | ©, F(O:+03) __ F(s) 9 Si. 
À +R Ge V5 1 2 ’ 
: OX, 022 ci OY2 02> Ca Oz? 2 02> E (oll, 5| 3 


Moyennant ces relations, les égalités (18), (19), (20) et (21) donnent 


= Meme DIT 
(= S FOR, s) 5) [uw cos(N,, æ)+p cos(N;, y) + # cos(N;, z)] do 


=e ea ov ]u+ ES Pa ae - 
0æ3| FOR, s) on LFOR, s)|° 94 re oi LA 2 

" ; dale SOA A AT OL eyed To? 
—5 frou) el) + [ro] "Tor | FoR | ig 


ou bien, par des intégrations par parties, 


ds» 


x? ; 
C= = <S FOR) Lu cos(N;, x) + 9 cos(N;, y) + cos(N;, 3)] dw 


. du de ow 
CE rois Er a + 9e.) de 


a atu OF(M,s)  AF(M,s) F(a, s) | 
| eu + EE Du v ld. 


Nous allons maintenant écrire que, dans toute modification du fluide 
compatible avec son incompressibilité et où chaque élément se déplace 
en gardant une aimantation invariable de grandeur et de direction, on 
a, conformément aux égalités ou inégalités (9) et (14), 


(23) A+B-+ C2 dG, + d&.. 


Nous appliquerons successivement cette condition (23) a diverses 
especes de modifications. 

Imaginons, en premier lieu, que l’on ait tracé à l’intérieur du liquide 
une surface canal infiniment déliée et fermée sur elle-même. Soit Q la 
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section droite de cette surface canal. Par des sections droites équidi- 
stantes et infiniment rapprochées, divisons cette surface canal en tron- 
cons de même volume. Soit d/ la longueur d’un de ces tronçons et 
de, = Q dl leur volume commun. Chana de ces tronçons gardant une 
concentration invariable et une aimantation invariable de igeandouk et 
de direction, faisons-le progresser d’une même longueur à parallèle- 
ment à une directrice de la surface canal: nous aurons, pour ce tronçon, ~ 
dx, dys ol 


as. 
) ) BCE — = ll. 
SHARE EE SLR ac C0 


i= 


Laissons immobile le reste du liquide. 
Le travail des forces extérieures, donné par les égalités (12) et 
(13), se réduit a 


ce OV diy OV dy, OV ds, 
d& = 201 f ols) (SE at Oya 7a rae: 7) db 


l'intégration s’étendant à la directrice de la surface canal, c'est-à-dire 
à une ligne fermée quelconque tracée au sein du liquide. 

La concentration de chaque élément de volume et, partant, son 
volume, demeurant invariables, les égalités (16) et (17) donnent 


=O, B=. 
Enfin, l’égalité (22) devient 


JC OF, s) dz, AF(N, s)dy; AF(M, s) dz 
dl bees | , 0 | ’ 2 
i Free 5 | | Om, dl! ad ‘wide. >> ae le à 


La modification est d’ailleurs renversable; la condition (23) devient 


done 
rol ou jee «ey OV ) dary 
CFO, 5) TNT MU dt. 


il JT it 0 F(on, fe dy ays 
Fi, fons ee ar ee 
ou 20F ee ol, oe 


Cette egalité doit avoir lieu, quelle que soit la forme de la courbe fer- 
mee / tracée à l’intérieur du liquide à laquelle s’étend I’ intégration. 
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D’après la théorie des intégrales curvilignes, cette condition équivaut 
à la proposition suivante : 


Il existe une fonction II (x, y, 5) finie, continue et uniforme à l’intérieur 
du fluide, telle que l’on ait, en tout point du fluide, 


| M J°2FOR, : 
(24) [rs aes | ac 3) dom al ae | SS à + p@av= dll. 


F(OR,s) OAL F (OM, s) à 


Ce premier résultat obtenu, considérons de nouveau une surface 
canal infiniment déliée, mais aboutissant par ses deux extrémités M et 
M’ à la surface déformable du fluide sur laquelle elle découpe deux 
éléments w et w’. Imposons au fluide que renferme ce canal un écou- 
lement Ô/ allant de M vers M’, écoulement soumis aux mêmes restric- 
tions que le précédent. 

Pour l’élément w, la quantité 


P[u cos(N;, æ) + 9 cos(N;, y) + w cos (N;, 5)] do 


a la valeur 
Pw dZcos(ôl, N;) = P Q dl. 


Pour l'élément w’, cette même quantité a pour valeur 
P'w/ dcos(dl, N;) =— P'Q 0. 


Par conséquent, d’après les égalités (12) et (13), ona 


d&,+ de, — |P— Pf p(s) (SE ee pa ai) al Q ol. 


Ox, dl * Oy, dl 02, dl 


Les égalités (16) et (17) donnent encore, comme dans le cas précé- 
dent, 
A=0, 1s ==.0; 
Enfin l’égalité (22) devient 
om? om” 
PS s) 2F (dW, s’) 


ou OF(N,s) dx, . AF(N,s) dys, OFS) 53) A alo ot 
dus Lf: as os] | À ab toy, di an 


CS 


La modification virtuelle imposée au fluide est encore une modifica- 
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tion renversable, en sorte que la condition (23) devient 


om? a’? 
RE cn ge 
2F OI, 5 FO, #1) 
RFO ras OV das 
ve ! (ra =i Ors 0) dl 
om oo. TOME dys 
res OYe , 
oll 29F (A, s) a Va pe 
es) TN EN NAN 
ou bien, d’après l'égalité (24), | 
: Ae rtrd > de Sy he 
Son Feces 2K (ol, s) ai Fee 
D'où cette nouvelle proposition : 
La quantité 
RG de Se 
| TAF) 


a la même valeur en tout point de la surface déformable du fluide, ce 
qu’exprime l’égalité 

JTL? 
(26) sie aes Wb TR) abies 

Les conditions d’équilibre (24) et (26), que nous venons d’obtenir, 
ont été déduites de l’étude de modifications renversables ; considérons 
maintenant une modification non renversable définie de la manière 
suivante : 

Une surface canal, de section Q, part d’un point M pris à l’intérieur 
du fluide pour aboutir à un point M, de sa surface déformable; cette 
surface limite un canal infiniment délié; à chaque élément dv, = Q dl 
de ce canal, on impose un écoulement 7 de M vers M,, de manière 
qu’une cavité, de volume  /, vient se creuser autour du point M. 

Dans ces conditions, les égalités (12) et (13) donneront 


à JV das OV dy OV dz, 
à d6,+ dt —— be, 2 2 
* d&,+ =—|P i+ À hye (= dl Te ar ass Tn) | Q dl, 


P, étant la pression au point M, de la surface déformable. 
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Les égalités (16) et (17) donnent encore, comme dans le cas pré- 
cédent, 
ei A 0; B—0: 


Pour déduire C de l’égalité (22), on doit remarquer que la surface de 
la cavité qui s’est creusée dans l’intérieur du fluide doit être regardée 
comme faisant partie de sa surface déformable; soit & un élément de 
cette surface, et cherchons la valeur de l'intégrale 


I At? 
Fe S FO) [u cos(N;, 2) + ¢cos(N;, y) + # cos(N;, 5)] do, 


étendue aux éléments de cette surface; N; représente la normale vers 
l’intérieur du liquide et par conséquent vers l’extérieur de la cavité. 


PS De JC? : 
La cavité étant infiniment petite, Fos 2 sensiblement la méme 
? 


) 


valeur en tous les points de sa surface. La quantité précédente peut 
donc s’écrire 


AT? 
FUN, 5) S [wcos(N;, æ) + cos(N;, y) + cos(N;, s)] do. 


I 
2 


D'ailleurs, 
7 


S [u cos(N;, x) + vcos(N;, ¥) + cos(N;,:)] do 


représente l’accroissement du volume enfermé dans la cavité; cette 
cavité ayant pour volume initial o et pour volume final Q él, on voit 
: que l’on a ; 
om? 


I ol? en oUt 
2 S FON, s) [u cos(N;, x) + 9.cos(N;, y) + 608 (Ni, 2)] 4B => Fos) Q dl. 


L'égalité (22) donne done, dans le cas actuel, 


Be ee OE 
~ | 2F(M,s) — 2F (My, 51) », 


M i i | eu 
DS 1 Be 27 Q@F(M,s) dz, AF(M,s)dy. AF (ML, s) =) | 
2 as) # u\Qo. 


2 


La condition (23) devient donc 


Le om 
aaa a AS RE 
aF (OW, 5) 9 ales) 


z dV 1f OÙ ]PdF(M,s)) daz 
ah | OS +3 [rois errr 


Vo o1f om OF s))dn 
gee hice s) dy, |dl | 


V I JT ILE 
sr | Ota ji alae ae | 


ou bien, d’après l'égalité (24), 
CLONES om? 


(27) Prt ET aR OG sy 


L'égalité (26) permet de transformer cette inégalité en 


JT? 


A See Pie 
(28) Ken 2F (oI, s) 


La constante K ne peut être inférieure a la plus grande des valeurs 

ses, a l’intérieur de | de, par la quantité T — ©. 
prises, à l’intérieur de la masse fluide, p q FOR 

Si nous supposons le point M infiniment voisin du point M,, l'iné- 
galité (27) devient 


(29) P,20 
et nous fournit le théorème suivant : 
St la pression n'est pas nulle en un point de la surface déformable du 
Jlude, elle est positive, c'est-à-dire dirigée vers l’intérieur du fluide. 
. 


L’inégalité (28) peut s’énoncer autrement. A chaque point M inté- 
rieur au fluide correspond une quantité p déterminée par l'égalité 


ome de 


9 = K— EPA SE 
a? AE nee 2F (M s) 


LA 
Sans attacher à cette quantité aucun sens mécanique particulier, nous 
l’appellerons pression au point M intérieur au fluide aimanté. 


+ 
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L'inégalité (28) fournit alors l'énoncé suivant : 


La pression à l'intérieur d’un fluide aimanté n’est Jamais une quantité 
négalive. 


S IV. — Conditions d'équilibre d'une dissolution magnétique (suite). 
Variations de la concentration. 


Les conditions d'équilibre obtenues jusqu'ici résulient de l'examen 
de modifications virtuelles dans lesquelles la concentration de chaque 
élément de volume de la dissolution a été maintenue invariable; ces 
conditions s'imposent donc même à un liquide dont chaque élément 
aurait une constitution invariable : ce sont à proprement parler les 
conditions hydrostatiques de l'équilibre de la dissolution. 

Nous allons maintenant examiner une modification dans laquelle la 
concentration des diverses parties du liquide ne soit pas maintenue 
invariable; l'étude de cette modification nous fournira de nouvelles 
conditions d'équilibre. 

Considérons une déformation renversable quelconque de la disso- 
lution, déformation accompagnée de variations quelconques dans la 
concentration des différentes parties. On doit avoir, d’après les éga- 
lités (10) et (14), 

A+B C — dé, — dé:=0. 

Si l’on tient compte des égalités (12), (13), (16), (17) et (22) 

d’une part, et de la condition (24) d’autre part, cette égalité devient 


* 


d®(s)  dF(M,s) a] 
[RE + FF sea" Fe ds dv, 


d®(s) | AF(M,s)  wydp(s)1/ds ds sem) de 
+f ds da Os io ds ax” * ay’ * os" is 


T2 du de Ow 
+ [lacs + SR s) +Vp(s)— sa (sz ME ue Le 


= S Plu COS(N;, x) + 9 cos(N;, y) + w cos(N;, 2)] do 


I ol? 
2) F(OI, s) < A N;,2)| a 
+S Foss Léo (No æ) + ecos(Na y) + C08 )] do 


oll + 50+ Ew) deo 
+f Geet G+ Ge”) dame. 
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aie" | Rte à a Are 
x HET ada ae 
‘ das cet hee . Stats LEE | 


5 a a la méme valeur K en tout point de la surface déformable du fluide,” a 
Aga permet d’écrire cette égalité sous la forme suivante : Le - 


D 


nu (s)_, AF(M,8) | ydp(s) ds. as 250) ae 
: Mia ese NO Dick a FA Sake ae an 


F IL Wa lf du ov Ow à | 
| te + ffro+ser s) + Vp(s) — 3F OR 5) —m](34 + dr ENS 2) des 2 
—K S [u cos(N;, æ) + 9 cos(N;, y) + w cos(N;, 3)] do = 0. 


¢ 


et: a Mais, eine part, À on 


S [ucos(N;, 2) + »cos(N;, y) + cos(N;, s)] dw 


Ou ov Ow 
=i] te A 0) Is) de 


L'égalité précédente devient donc 


d®(s) | AF(MM,s) ele ds Vos ESL BOOS 
iM SAUCE ham ane Mie? a + Oa, ME 


on? 4 


(31) 


L'élément dy, dont un point a pour coordonnées æ,, ys, 2, au 
début de la modification, renferme, au début de cette modification, 
une masse de dissolvant 


du = 

: (5) ee 

= L'élément qui renferme la même masse du de dissolvant a, à la fin 
de la modification, un volume (de, + à dp,); le point de cet élément, 
a qui avait pour coordonnées x3, y,, 5,, à maintenant pour coordonnées 
En Ty HU, Yat %, So+. La concentration de la dissolution que ren- 

ferme cet élément a augmenté de 
Os Os Os 
—— 6 + 


Oy. DEN Ww. 


a 
à 


= s 
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La. masse de dissolvant que renferme cet élément étant demeurée 
invariable, on doit avoir 


oy ee | (3 Os Os ds ) We Lis (du ov" | daha... 
(32) al CER oi ne dP3+ —— ae oy, es dv,=0, 


ce qui donne a la relation (33) la forme 


| j4D(s) | FC, s) _y TC) 


ds OS ds 
=| a a F, je 
\ — gq, I08 PO [ 0s) + 9 (a, 5) + Vo(s) — 2F (aT, s) Il -K| | Asde, =o, 


en désignant, pour abréger, par As la quantité 


s+ ue Sy + sus Vv. 
dx OY» 0" 


L'égalité (32) entraîne cette conséquence, à laquelle la modifica- 
tion considérée doit nécessairement satisfaire, que la masse du dis- 
solvant doit demeurer invariable. [1 doit en être de même de la masse 
du sel dissous, ou, en d’autres termes, de la masse totale de la disso- 
lution. 

Celle-ci a pour valeur, 


Jets) dy. 


On doit donc avoir 


DO) [554 Bin À 4 Heol dort f(s) (M+ 2 4 Van = 
if ds jae epee Pak | p(s) Ger dy, A =o 


ou bien, en vertu de l’égalité (32), 


l 
en [BE erg Jaune 


L'égalité (33) doit avoir lieu, non pas quelles que soient les quan- 
tités As, mais pour tous les systèmes de valeurs de As qui vérifient 
l'égalité (34). Dès lors, d’après un principe connu du calcul des va- 


BOG) Belle dF (ML, s) 


(35) 


Aales que soient les quantités As. 
En d’autres termes, il existe une constante à telle que ron ait, 
tout point de | la dissolution, 


ss See yy don 


‘ oT? 
= fie oes 08.9 00H 


Désignons par ¢(s) le volume spécifique de la dissolution de con- 
centration s. Nous aurons | 


e(s) = any 
ie ee eS) 
oe ds 


— Flog eae = # togl( +s) ¢(s)], 


et légalité précédente s’écrira 


| 551 F 8) Ll) + F(R, 99] (| 


JC? 


Lee gle eon [K— ey ecm 


| +V—iA=o, 
Cette égalité peut encore se transformer. 
Désignons par p, comme dans l'égalité (30), la quantité 


on 
Ker Met JE ANT 


posons, en outre, 
9(8, Pp) =[P(s) + p] ¥(s). 


—H+K|=o. 
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La quantité o(s,p) ainsi déterminée sera le potentiel thermodyna- 
mique de l'unité de masse d’une dissolution homogène, de concentra- 
tion s, soumise à la pression uniforme et constante P: 

L'égalité (35) pourra alors s’écrire 


| £ +s) 9(s PJ LG + s) F(a, 5) e(0)] 


M? d 
_ FO, s) ds 


(36) 
[a+s)¢(s)]4+V—A=o. 


| Pour faire disparaitre la constante X, prenons la différentielle totale 
des deux membres de cette équation. Nous aurons 


als) o(s py] ds-+ 5° [6 + 5) 88, Yl dp 


(37) 2 
+45 [0 +9) FM, 9 NA Eg Gl +900] | + aV=0 


Une propriété connue du potentiel thermodynamique donne 
0 =O 
ope iP) = v(s). 


D’ailleurs, on déduit de l’égalité (30) 


IU? 


I 
Se Sah RE») 


ou bien, en tenant compte de l’égalité (24), 


I I JIU? I IU iso 
FAT Ua fea + | A FCI 1 
LE Brey aa a FICS) 2 Feast (Ol, s), 
I NU om ‘ 
aoe res = dM. 
Mon ¢(s) ON Gs) F(OR, s) Ê 


De là, on déduit 


9? rad on ate 
= ap — ——— — {1 + s)¥(s)] ay 
dcop tet tS PH ip Pts) EL )e(s)] | 
0 on? DAC IT 
A. (1+ S$) o(s) ras Fen | f 


dE Re” 
= SE 
ee D. sa 4 ede 
FOR, s) a ay To CE CN 
, Ce É 
et que, par conséquent, : 


' 


a 


a [0+ ORR re | dt = re lues me [0940 sec) es : 


on voit que RÉ (37) se réduira à la forme suivante : 2 


= Las) gs pds = (1 +5)] Llogé(s) av. 


JR? 
FOR, s) ds? 


(38) { + FG +s) F(a, 5) e(s)] ds — oi Aaa eae 


om? 0? JL? 


9° 
| La (i+s)v(s) | 5 Fon” 9s dalu FOR, s) aon | =o. 


Telle est l'égalité fondamentale qui lie les trois variations ds, dm, 
dV correspondant à un même déplacement infiniment petit (dx, dy, dz) 
à l’intérieur uy liquide. 


§ V. — Dissolution soustraite à l’action du magnétisme. 


Voyons, en particulier, ce que devient cette relation dans le cas où 
_ la dissolution est soustraite à l’action de tout aimant permanent; dans 
ce cas, la dissolution se désaimante; on a 


M—o, F(M,s)=—0, 


et l'égalité précédente devient 
(39) | DL +s) 9s, p)l4s=(1-+s) = À loge (s) dV. 


Dans un travail précédent ('), nous avons tone la théorie du 
Per RE RE TS AE NE LP RAA ge 


(1) P. Dune, De 7’ influence de la pesanteur sur les dissolutions (Journal de Physique 
pure et appliquée, 2° série, t. VII; 1888). 
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potentiel thermodynamique à l’étude de l’influence que la pesanteur 
exerce sur la concentration des dissolutions salines; cette question 
avait, auparavant, fait l’objet des travaux de MM. Gouy et Chaperon ("). 
Les lois de la concentration des dissolutions par la pesanteur sont com- 
prises dans une égalité fondamentale (?) qui n’est qu’une forme par- 
ticulière de l'égalité (39). 

La méthode suivie dans notre Mémoire, De l'influence de la pesanteur 
-sur les dissolutions, permet de discuter l'égalité (39). Cette méthode 
montre, en effet, que l’on a, en toutes circonstances, 


oi” 
as [(1+s) o(s, p)] >0. 
Si la densité de la dissolution croit avec la concentration, ona 


d 
TE logp(s) <o; 


si, au contraire, la densité de la dissolution décroit lorsque la concen- 
tration croit, on a 

d 

as loge(s) >0, 


On arrive donc aux conclusions suivantes : 
Si la densité de la dissolution croit avec la concentration, ona 


si, au contraire, la densité de la dissolution décroit lorsque la concen- 
tration croit, ona 


(1) Goux et G. CHAPERON, L'équilibre osmotique et la concentration des dissolutions 
par la pesanteur (Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, t. CV, p. 117; 1887). — 
Sur la concentration des dissolutions par la pesanteur (Annales de Chimie et de Phy- 
sique, 6° série, t. XII, p.-384 ; 1887). — Sur l'équilibre osmotique ( Annales de Chimie et 


de Physique, 6° série, t. XIII, p. 120; 1888 ). 
(2) De Vinfluence de la pesanteur sur les dissolutions, équation (32). 
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Ces inégalités peuvent s’énoncer de la manière suivante : 


Dans le cas où la densité d’une dissolution croit avec la concentration 
de cette dissolution, la concentration décrott d’un point à l’autre de la 
dissolution si la fonction potentielle des forces extérieures qui agissent 
sur la dissolution croît lorsqu'on passe du premier point au suivant. L'in- 
verse a lieu dans le cas où la densité de la dissolution decroit lorsque la 
concentration croit. 


On retrouve ainsi, sous une forme générale, les résultats dont 
MM. Gouy et Chaperon ont donné les premiers une démonstration 
théorique. 


§ VI. — Dissolution soumise à l’action d’aimants permanents. 


Pour discuter les propriétés d'une dissolution soumise à l’action 
d’aimants permanents, il faut nécessairement particulariser la forme 
des fonctions f(oi, s), F(or, s). Nous admettrons qu’il s’agit de la dis- 
solution d’un sel magnétique dans un liquide non magnétique, et que 
l’on a, comme aux égalités (4) et (7), 


FO, s)=Ks, 


F(M, s) = = : 


4 


Dans ces conditions, nous aurons les égalités suivantes 


“ale E 
pe LE + 8) FCM, s)v(s)] 
omy a 


2a 2 
HQE qa lirs)e(s)]—s 5, Li +s) 0(s)] + 5 (1+) v(s) : 


Soo mm? d' ~ 
BUM, 4) ds HS Ks ds [(1+s) e(s)], 


DIT? 2 JC? 


0? | 
athe) 53 FOR, s) ~ Ks (ts) gts), 


9° LR ao 
ds 0 FO, 5) Kat (+ 9) OCS)» 


(1+) 9(s) 
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et l'égalité (38) deviendra, toute réduction faite, 


(40) (5 [Cr + s) 9(s, p)] = a 3 (1+ 5) 9(s) + s LG + s) P(s)] — À [Gi + s) »(s)] | Jo 


€ 
t 


We 
Ks: GANG 0: 


—(i+s) =: loge(s) dV — 2(1+ 8) o(s) 
Dans cette égalité, nous connaissons le signe de la quantité 
; d 
—(1+5) oF loge (s) 


qui sert de coefficient a dV. Cette quantité est positive si la densité de 
la dissolution croit avec la concentration, et négative dans le cas con- 
traire. 

La quantité 


qui sert de coefficient à doi, est essentiellement négative. 

Le coefficient de ds renferme un terme, le terme en =e dont le 
signe est plus difficile à préciser d’une manière entièrement géné- 
rale; toutefois, pour les concentrations très faibles, ce terme peut être 
réduit a a 

3(1+ 8) (s) a 


et est alors essentiellement positif. Il en est évidemment de même tant 
que la concentration ne surpasse pas une certaine limite au-dessous 
de laquelle nous la supposerons toujours comprise. Dans ces condi- 
tions, le coefficient de ds est assurément positif. 
Si donc nous écrivons ds sous la forme suivante 
Os Os 


a= > ET Lee 


| Os : eae : ds ; 
s C Se S Mme LEE ne- 
nous voyons que JD est essentiellement positif, tandis que OV est ne 


gatif sila densité de la dissolution croît avec la concentration, et po- 
© 
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sitif si la densité de la dissolution décroit lorsque la concentration 
croit. 

Supposons la dissolution soustraite à l'action des forces extérieures ; 
dans ce cas, nous pourrions énoncer la proposition suivante : 


Lorsqu'on soumet à l'action d’aimants permanents une dissolution d’un 
sel magnétique dans un dissolyant non magnetique, la concentration 
varie d'un point à l'autre de la dissolution; elle est d'autant plus forte | 
en un point que l’aimantation est plus forte en ce point; les surfaces | 
d’égale aimantation sont identiques aux surfaces d’égale concentration. 


Nous pouvons encore transformer légalité (40) d’une autre manière. 

A la température absolue T, où nous supposons porté le système que 
nous étudions, une dissolution de concentration s, soustraite à l’action 
d’aimants permanents; émet de la vapeur d’eau et cette vapeur est sa- 
turée quand sa tension atteint une certaine valeur s. Nous pouvons 
écrire 

"295 P) ao. 
fe Op 


(1+ s) 9(s, p) =(1+s) o(s,0) +(1+8) 


Si l’on observe que, conformément a une propriété déjà invoquée du 
potentiel thermodynamique, on a 


Ao(s,p) __ . 


Op (s), 


on voit que l’on peut écrire 


2 


)? à 3 
(41) SslU+s)e(s, p= _ [1 +s) 9(s,@)] + Fa [1+ s) e(s)](p — ©): 


L'égalité (30) donne 
om 
le — 
P 2 (ON, s) 
Considérons dans le fluide un certain point o où IL a la valeur I, 
s la valeur s, et or la valeur oy. Pour un point quelconque M du fluide, 


on aura 
M 
= f all. 
0 


we 
a 
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Si le point o est à la surface libre du fluide, ona, d’après l'égalité (26), 


om? 


een ee D) Teg i SOU 
eat meee RUE CN 


P, étant la pression extérieure au point o. L'égalité (24) donne d’ail- 
leurs 


dll = p(s) dV zl ate 


a | Fon, =| aF (ON, s). 


On a done 


M 


NM? MU? I re rao: | 
lé == | (ee STE E 0 ila ee rears Ë 7 - 
a 2F(ON,s) ‘2 F (do, 50) il p(s) ay 2 if E | JE à 


Les égalités (41) et(42)-donnent 


Ar + $)9(5, p)l 


0? dè 


M? om? 
er trans E B+ 


FOR, 5) FMC, 50) 
M M 
I JT 
Le LR Poy = a = UN 
iy TO J FOR, 5) | 


Reportons cette valeur dans l’égalité (40), apres avoir remplacé 
> 4 | 
F(a, s) par Ks, et nous arriverons à légalité suivante : 


| (5 [(t+s)o(s,æ)] 


DE ( d ; yee 
Ra 906) =F LES) eG =H PET +) o(8)]| 
A} a BTE me oe are 
are 1 eg | — dV- [0 Ta 
Hors [(1 +s) e(s)] [es Lo) Ks ik 26) dv À Ks? re] Jas 
d 7 SS a 
— (1 Or loge(s) dV —2{(1+s)e(s) Ks aNu= 0. 


Soit J Vintensité du champ créé par les aimants permanents. Au 
a 9 U Ls # , ° fe . 7 
degré d’approximation adopté en écrivant les équations (5), ona 


NC—K25°72, 
JL dt = K?(s?J dJ + J?s ds). 
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Moyennant ces égalités, l'égalité (43) devient 


Faro 


nr Sels ) (8) —s F fats) o(sy—s# Gls) vo 


En +901] Po 9 — Koh ro Kf COIN | 


— (143) 4 loge(s) dV — a(1 +5) e(s)KJ dS = 0. É 


Faisons enfin subir à cette égalité une dernière transformation. 

A la température T, que nous considérons, sous la pression o, 
l'unité de masse de vapeur d’eau a un volume U(o). 

D’après des relations que nous avons démontrées autre part ('), 
ona 


dv(s)]d 
les) 9(s@)] = EUR) —e(s) +5045) |S. 


ds 


Cette relation transforme l'égalité (44) en la suivante : 


d dv 
Plots Pots Ss) |S rR 


KS?) (1+ 5) 0(s s)—s“ [+ 5) o(s) )] — s° Pa +s) (5)]! 


M JV pl its 
a Kf (sJaJ + J'ds |] 4 


(49) 


3 M 
~sF [0+ 9) o(5)] RS as ; 
+s(r+s)4 , log e(s)dV + as(1 +s) (s) KI dJ =o, 


Aux températures ordinaires, le volume spécifique ¢(s) de la disso- 
lution est tres petit en comparaison du volume spécifique U( a) de la 
vapeur saturee. On peut négliger le premier en présence du second. 
On peut de même négliger, en présence de U(&), les quantités 


2 


d Ger 
s z [(1+s)¢(s)], s 7 [(1-+s) e(s)], 


Ane $).9(s)], 9(s)—s(t+s) —— 


(1) P. Dunem, De l'influence de la pesanteur sur les dissolutions [égalités (38) 
et (47)]. (Journal de Physique, 2° série, t. VIL: 1888.) 
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On peut donc réduire approximativement l'égalité (45) à la forme 
suivante : 
dlogv(s) 


er dV + 28(1+s) ¢(s) KJ dJ =o. 


(46) U(w) = + s(1+s) 


Les lois de Mariotte et de Gay-Lussac peuvent étre appliquées a la 
vapeur d’eau au degré d’approximation dont nous nous contentons ici; 
si donc nous désignons par Ÿ le poids moléculaire de l’eau, par R une 
constante qui est la méme pour tous les gaz, nous aurons 


et l’égalité (46) deviendra 


RT d dloge(s) 
h pane lis Sees 
(47) oD qs OSB ds +s(1+s) ds 


aV + 28(1-+ s)e(s) KJ dJ =o. 
Toutes les quantités qui figurent dans cette égalité (47) sont des 
quantités mesurables. 
Supposons que les seules forces extérieures auxquelles la dissolu- 
tion est soumise soient les actions de la pesanteur; nous aurons alors 


Vs; 


en désignant par g l'intensité de la pesanteur, et par z la cote du 
point considéré au-dessus d’un plan horizontal arbitraire. 

Étudions les variations de la concentration aux divers points d’un 
plan horizontal tracé à l’intérieur de la dissolution. Ces variations 
seront données par l'égalité 


7 © loge ds +s(1+.8) 9(s)Kd(J*?) — 0. 

Les points où la concentration a une même valeur formeront, sur le 
plan horizontal en question, une ligne le long de laquelle l'intensité 
du champ aura aussi une valeur constante. Ainsi, sur un plan hori- 
zontal, les lignes d’égale concentration marquent l'intersection de ce plan 
par les surfaces isodynamiques du champ. La concentration croit avec 
Vintensité du champ. 

Si l’on place sur les pôles d’un aimant une cuve plate remplie d’une 
dissolution d’un sel magnétique coloré, on pourra, par les variations 
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de la teinte, se rendre compte des variations de la concentration. Les 
lignes d’égale teinte dessineront l'intersection du fond de la cuve avec 
les surfaces isodynamiques. | 
C'est à cet ordre de phénomènes que l’on doit rattacher quelques 
observations de M. Colardeau ('). Ces phénomènes jouent certaine- 
ment un rôle dans l’explication des faits curieux observés par M. Ira 
Remsen, faits qui ne paraissent pas devoir s'expliquer ‘uniquement 
par les raisons que nous avons données dans notre Théorie de l’aiman- 


tation par influence. 


§ VII. — Quelques conséquences expérimentales. 


La théorie précédente conduit à quelques conséquences qui ont une 
certaine importance au point de vue de la Physique expérimentale et 
que nous nous proposons de mettre en évidence dans ce dernier para- 
graphe. 

Imaginons un vase formé de deux branches verticales B,, B, (fig. 2), 
reliées l’une à l’autre par un tube de communication horizontal C. 


La branche B, est placée entre les deux pôles d’un électro-aimant 
puissant, tandis que la branche B,, fort éloignée de ces deux pôles, se 
t ane dans une région où le champ magnétique a une intensité négli- 
geable. 


pris ne : 
(1) E. CoLARDEAU, Journal de Physique, 2° série, t. VI; 1887. 
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Le tube est rempli d’une dissolution formée par un sel magnétique ; 
cette dissolution est soumise à la pression atmosphérique. D’après ce 
qui précède, elle sera plus concentrée dans la branche B, que dans 
la branche B,. Le niveau ne sera pas forcément le même dans la 
branche B, que dans la branche B,. 

Soient 


a,8, le niveau du liquide dans la branche B, ; 

æ, B, le niveau du liquide dans la branche B,; 

Z, la distance du premier niveau à un plan horizontal arbitraire; 
Z, la distance du second niveau à ce même plan horizontal ; 

s, la concentration au premier niveau ; 

s, la concentration au second niveau; 

oi, l'intensité de l’aimantation en un point du premier niveau; 
P la pression extérieure. 


Supposons que la force extérieure appliquée aux éléments du liquide 
soit la pesanteur, dont l’intensité est g. 

Soient m, un point du premier niveau, et m, un point du second; 
relions ces deux points par un chemin m,m, situé en entier au sein de 
la dissolution. 

L’égalité (26), appliquée au point m,, donne 

ice weer! 
2F (OU, 51) 


P+ IL, 


La méme égalité, appliquée au point m,, donne 


P + I, — K. 
On a donc 
; mm? ae 
us) — 
ou 
Pas om? e 
CT NT, 57) 


Ma 


D'autre part, l'égalité (24) donne 


I 1 JT 2 , 
mei a | ee LEON Ss) 
ae av+ +l es | F( $) 


“ona done 5 Pa 


@ 
V1 


ie, my 
ag shears ) 
n . Ma vs 


the intégration par its transforme cette l égalité er 


{ 


de | F4 be cm + R ; | 2 om ds 
us) [snif round ral 
‘ 2 2 Ke é L 


+ 


Da le cas où, comme nous Y avons supposé, les seules forces agis- | 
santes sont la PPAn TRUE cette LU devient 


(49) ps anes =if- FO, epee ale 


Au degré d’approximation employé dans les formules précédentes, t 
OA | 


1 


D eee Bae 
At? 


FOR op — 


L'égalité (49) devient alors | . 


bee nme ds _K x 
(50) sf Soon ie sdJ*. 


Cette égalité peut encore se transformer par une nouvelle approxi- 


mation. Soit ] 
RE ioe | 


2 


la concentration moyenne dans l'appareil. Si les différences de concen- 

oF tration sont faibles entre les deux branches, on pourra remplacer l'éga- 
= lité précédente par 

| i . K> L ‘ 
a ‘ (51) > a3) (Zi — fy) = —- Ni; i 
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Cette égalité nous montre que le liquide sera plus élevé dans la branche 
B, que dans la branche B,; la mesure de la dénivellation, jointe a la me- 
sure du champ magnétique, conduit à une détermination approchee de la 
constante K, semblable à celle que Quincke a employée pour déterminer le 
coefficient d’aimantation des liquides homogènes. 

L'égalité (47) peut s’écrire 


RT I SAINT K 
(52) Se D ro ss Ho: 
Elle peut aussi s’écrire 
(53) A aa EPO oy tg — = "0: 
s(i+s) as qs 08 v(s) 


Remplacons dV par g dz. 
Comparons les égalités (50) et (52); nous trouverons 


1 111 Wl a I d te a Doe CAN: a 
Cnn irene glosmds =— sf lapel hes 


Si la concentration diffère peu dans les deux branches, cette égalité 
pourra s’écrire approximativement 


3 RT I De I Sed aa > 
(9) ab ar los (S*) =8| a3) T 2 ds 50 | 2), 


relation simple et facile à vérifier par l'expérience entre la différence de 
niveau qui existe entre les deux branches de l'appareil et les tensions des 
vapeurs émises par les dissolutions que renferment ces deux branches. 

En comparant de méme les égalités (50) et (53), on trouve 


my 


RT I d K fe 2p(s) à ee 

—— CT — < = $ aj? = « . 

(56) D OS logw ds + : sf | a 5 
ms aS a) ds ms ds 


Si la concentration diffère peu dans les deux branches, cette éga- 
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lité (56) peut s’écrire approximativement 


I We SU dv (x) wy 9 
OE eae eec ee | 


égalité à laquelle on parviendrait d’ailleurs en comparant les égalités 
(51) et (55). Cette égalité (57) fournit une relation, susceptible d’être 
vérifiée par l'experience, entre l'intensité du champ et les tensions des va- 
peurs émises par les dissolutions que renferment les deux branches. 


SUR LE 


DEPLACEMENT D'UNE FIGURE INVARIABLE, 


Par M. G. DARBOUX ('). 


Non seulement on a étudié d’une manière générale le mouvement 
d’une figure plane dans son plan, mais on a aussi considéré plusieurs 
espèces de mouvements particuliers dont les propriétés ont trouvé d’im- 
portantes applications dans la théorie des mécanismes. En ce qui con- 
cerne le mouvement d’une figure dans l’espace, la Géométrie est, il me 
semble, moins avancée; on possède, il est vrai, des propositions géné- 
rales applicables à tout déplacement, mais on connaît peu de mouve- 
ments particuliers. Je demande à l’Académie la permission de lui faire 
connaître les résultats que j’ai obtenus sur ce sujet. Je commence par 
les mouvements à une variable indépendante, ceux dans lesquels les 
points décrivent des courbes trajectoires. : 

Il existe une infinité de mouvements dans lesquels tous les points 
de la figure mobile décrivent des courbes unicursales de degré donné. 
En laissant de côté la translation, le plus simple de ces mouvements 
est celui dans lequel tous les points de la figure mobile décrivent des 
coniques. Voici comment on peut le définir géométriquement. 

Considérons un cylindre de révolution (C); il est clair qu’on peut 
le faire rouler intérieurement sur un cylindre de révolution (C’) de 
rayon double, tout en le faisant glisser d’une quantité quelconque pa- 
rallelement aux génératrices rectilignes de (C’). Si l’on assujettit un 
point de (C) à décrire une droite qui rencontrera nécessairement l'axe 


(1) Extrait des Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. XCIT, 
p. 118. 
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du cylindre (C’), le mouvement du cylindre (C) sera complètement 
défini et tout point invariablement lié à ce cylindre décrira une co- 
nique. é 

On voit qu’il sera tres aisé, soit au moyen d’engrenages et de glis- 
sières, soit au moyen de tiges articulées, de réaliser un tel mouve- 
ment. 
= Ce mouvement est le plus général dans lequel tous les points de la 
figure mobile décrivent des ellipses. Je dis que, en excluant le cas d’un 
déplacement parallèle à un plan fixe, il est le seul dans lequel tous les 
points de la figure mobile puissent décrire des courbes planes. 

En effet, supposons d’abord que tous les plans de l’espace soient 
décrits par un des points de la figure mobile. Alors, dans le mouve- 
ment inverse, c’est-à-dire dans le mouvement de la figure primitive- 
ment fixe par rapport à la figure mobile, tous les plans passeront par 
des points fixes. Il résulte de là qu’ils envelopperont nécessairement 
des cônes de révolution. En effet, soit (x) un plan, (x’) un plan paral- 
lèle au premier. Le plan (x’) passant par un point fixe, le plan paral- 
lele (7) devra être tangent à une sphère fixe; comme il passe d’ailleurs 
par un point fixe, il enveloppera nécessairement un cône de révolu- 
tion. 

Si Pon s'appuie maintenant sur cette proposition presque évidente, 
l'ordre des trajectoires des points dans un mouvement donné est égal à la 
classe des enveloppes des plans dans le mouvement inverse, on verra tout 
de suite que, dans le mouvement primitif, les trajectoires de tous les 
points sont nécessairement des coniques. 

Si, au contraire, les points de la figure mobile ne décrivent pas tous 
les plans de l’espace, les plans qui contiennent les trajectoires planes 
dépendront seulement d’un ou de deux paramètres variables, et, par 
conséquent, chacun d’eux contiendra plusieurs trajectoires planes. 
Une infinité de droites de la figure mobile seront ainsi assujetties : 
décrire des plans fixes; et, par conséquent, si par un point fixe O on 
mène des parallèles à chacune de ces droites dans une position déter- 
minée de la figure mobile, on formera une figure invariable dont tous 
les points devront décrire des plans passant par O. L'analyse détaillée 
et facile de cette hypothèse conduit à la seule solution suivante : mou- 
vement de la figure mobile parallèlement à un plan fixe. Et, en effet, 


SUR LE DÉPLACEMENT D'UNE FIGURE INVARIABLE. 325 


dans ce mouvement tous les points décrivent des courbes planes qui 
peuvent être de degré quelconque ("). 

Je laisse de côté quelques propositions relatives à différents mouve- 
ments dans lesquels les points de la figure mobile décrivent des cu- 
biques gauches ou des courbes du quatrième ordre, pour arriver aux 
mouvements qui dépendent de deux paramètres et dans lesquels les 
points de la figure mobile décrivent des surfaces. ; 

On sait que, dans le plan, il existe un mouvement dans lequel tous 
les points décrivent des ellipses. Il n’existe pas, dans l’espace, de mou- 
vement dans lequel tous les points décrivent des surfaces du second 
degré. On sait que, dans certaines questions de Géométrie, pour 
étendre à l’espace des propriétés des coniques, il faut considérer non 
plus une surface du second ordre, mais la surface de Steiner. C’est ce 
qui se présente ici. J/ existe un mouvement d'une figure invariable dans 
lequel tous les points de la figure mobile décrivent des surfaces de Steiner. 
Dix points particuliers de la figure mobile décrivent des plans. 

Le mouvement le plus général de cette nature ne donne pour les 
surfaces trajectoires que des surfaces de Steiner, ou des plans pour les 
dix points dont il vient d’étre question. Mais, dans certaines hypotheses 
particulières, il peut arriver que les points d’une droite, ou même les 
points de deux droites décrivent des ellipsoides. Dans ce dernier cas, 
si l’on fait intervenir les éléments imaginaires, il existe un tétraedre 
ayant au plus deux arêtes réelles, qui donne lieu aux propriétés sul- 
vantes : 

Tout point en dehors des faces décrit une surface de Steiner. Tout 
point sur une des faces en dehors des arêtes décrit une surface réglée 
du troisième ordre. Tout point sur une des arêtes décrit une surface du 


deuxième ordre ou un plan. 


(1) M. Mannheim (Bulletin de la Societé mathématique, t. 1, p. 106) a déjà démontré 
que, si quatre points d’une droite décrivent des courbes planes, tous les points de la 
droite décrivent des ellipses. Au sujet de ce mouvement particulier, on peut présenter 
la remarque suivante : si l'on considère une surface du second degré (Q) décrite par un 
point d’une droite (d), dont trois points déterminés sont dans les plans principaux de (Q), 
on peut transformer homographiquement la surface (Q) de telle manière que les transfor- 
mées homographiques des diverses positions de la droite (4) deviennent les normales à Ja 
transformée de (Q). De là résultent de nombreuses conséquences, sur lesquelles je n’in- 


siste pas en ce moment. 


tant ne séries de pean coniques.. ? 

oe exceptionnellement en deux surfaces Ÿ 
Lorsqu'on assujettit les cinq sommets d’un tét aèdre 

= ns fixes, les courbes trajectoires des différents points 

courbes du huitième ordre et du genre elliptique. 


’ 


SUR UNE 


CLASSE DE COURBES UNICURSALES 


PROPRIÉTÉ DU CERCLE, 


Par M. G. DARBOUX ('). 


SS 


M. Laguerre a communiqué à l’Académie d’intéressantes propriétés 
de certaines courbes de quatrième classe, auxquelles il a donné le nom 
d’hypercycles. En 1879-80, M. Chasles avait bien voulu me confier son 
Cours de Géométrie supérieure à la Faculté des Sciences, et j'ai traité 
la théorie des imaginaires conformément aux vues introduites dans la 
Science par l’illustre géomètre. J’ai été ainsi amené à donner, au mois 
de janvier 1880, relativement à des courbes unicursales de toutes les 
classes, différentes propositions qui ont les rapports les plus étroits 
avec quelques-unes de celles qui ont été énoncées par M. Laguerre. Ce 
sont ces propositions que je demande à l’Académie la permission de 
lui communiquer. 

Considérons d’abord n droites d,, ..., d,. Si l’on marque sur ces 
droites des points O,, ..., O, destinés à servir d’origine aux segments 
comptés sur ces droites, une droite variable ù interceptera sur ces 
droites fixes des segments O,A,, ..., O,A,. Cela posé, st l’on assujettit 
ces n segments à satisfaire à la relation linéaire 


(1) DA; Op A= K, 


(1) Extrait des Comptes rendus des séances de l’Academie des Sciences, t. XCIV, 
p. 930 et 1108. 
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la droite à enveloppera une courbe de n*"° classe au plus, admettant une 
seule tangente parallèle à une droite donnée ('). 


Réciproquem ent, toute courbe de n°” classe admettant une seule tan- 
gente parallele à une droite donnée, c’est-à-dire ayant la droite de l'infini 
pour tangente multiple d'ordre n — 1, jouit de la propriété que chacune 
de ses tangentes intercepte sur n tangentes fixes des segments entre lesquels 
il existe une relation linéaire. 


Dans le cas où n = 2, la courbe devient une parabole et l’on retrouve 
ainsi une propriété bien connue de cette courbe. La proposition précé- 
dente peut donc être considérée comme la généralisation et l’exten- 
sion à toute une classe de courbes unicursales d’une des propriétés les 
plus essentielles de la parabole. 

Mais, relativement à ses tangentes, la parabole jouit encore d’une 
autre propriété fondamentale : les deux segments interceptés par trois 
tangentes fixes sur une tangente variable ont un rapport constant. Cette 
propriété s'étend, elle aussi, à toutes nos courbes unicursales, et l’on 
peut énoncer le théorème suivant : 


Pour toute courbe de n°"° classe, admettant une seule tangente paral- 
lele à une droite donnée, il y a une relation lineaire et homogène entre 
les n segments interceptés sur une tangente variable par n + 1 tangentes 
fixes. 


Réciproquement, st n+ 1 droites fixes interceptent sur une droite 
variable n segments entre lesquels a lieu une relation linéaire et homo- 
gene, la droite mobile enveloppe une courbe au plus de la n'*” classe, 
admettant une seule tangente parallèle à une droite donnée. 


Il est clair que ces propositions comportent beaucoup de cas parti- 
culiers, et sont susceptibles d’applications diverses. Je me contenterai 
de faire remarquer ici qu’elles donnent une construction géométrique 


(1) L'équation de la tangente à la courbe pourra se mettre sous la forme 


F(u) 

f(u) 

uw désignant un paramètre variable, F(w) et f(u) des polynômes respectivement de de- 
grés rn et 2 —1. 


(tx —iy)u+(x+yi) = 
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‘tres simple de la courbe de la classe 7 admettant la droite de l'infini 


comme tangente multiple d'ordre 7 —1 et déterminée par 2n tan- 
gentes. 

En faisant la perspective, on obtiendra des propositions applicables 
à toute courbe de classe n, admettant une tangente multiple d’ordre 
n — 1. Considérons une telle courbe et n tangentes fixes. Marquons sur 
chaque tangente un point O; choisi arbitrairement; soient P; le point 
où elle est coupée par la tangente multiple, et M; le point où elle est 
coupée par une tangente variable. On aura la relation 


O;M; 
(2) OTT P. == K 
ou, plus simplement, 
SRE: 
1 


De même, si l’on considère n +1 tangentes fixes et une tangente 
variable, on aura 


OM; 
(4) DAT. 10), 


les À étant des constantes liées par la relation 


(5) 2hi=0, 


O étant un point quelconque de la tangente variable et P le point où 
elle rencontre la tangente multiple. En vertu de l’équation (5), la 
relation (4) subsiste quand on déplace le point O, et peut d’ailleurs 
prendre la forme plus élégante 


n+1 


À; 
(6) Dre =O. 
1 


Dans le cas où n = 2, c’est-à-dire où l’on a une conique quelconque, 
la relation (4) devient 

> OM, OM, 

*. ; M,P M,P 8M,P si v! 
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+ À 


si 
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ou, en faisant coincider le point O avec le point M,, 


M,M, 
M,P 


M,M; 
M;P 


he + À 

Cette égalité est la traduction de la proposition bien connue relative 
au rapport anharmonique des quatre points où une tangente variable 
est coupée par quatre tangentes fixes. Notre proposition générale, 
exprimée par l’équation (4), peut donc être considérée comme éten- 
dant à toutes les courbes de classe 72, admettant une tangente mul- 
tiple d'ordre n —-1, la propriété anharmonique des tangentes d’une 
conique. ” 

Enfin, si l’on transforme par polaires réciproques, on obtient des 
théorèmes relatifs aux courbes d'ordre n ayant un point multiple 
d'ordre n — 1. Prenons sur une telle courbe z points A;; menons par 
chacun de ces points une droite quelconque A;X; et deux droites allant 
l’une au point multiple P de la courbe, l’autre à un point variable M. 
On aura la relation 


sinX;A;M ‘ 


Oj = = K 
1 sin PA;M 


ou, plus simplement, 


Si l'on prend maintenant n + 1 points fixes A; et un point variable M, 
par lequel on mènera une droite quelconque MX, on aura 


n+1 : Se 
ot sin XMA; 
bi = o, 
1 sin PMA; 
avec la condition 


v 3e 
_ Hi = O0, 


qui permet de ramener l'équation précédente à la forme 
n+l 
= PRESS 
à Li COUPMA;— 0, 
1 1 * 
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Toutes ces relations sont également la généralisation des propriétés 
anharmoniques du point dans les coniques. 

_Il me reste à faire connaître d’autres propriétés relatives à d’autres 
courbes unicursales qui admettent, en général, deux tangentes paral- 
leles à une direction donnée. On sait que, si l’on considère deux tan- 
gentes fixes d’un cercle et une tangente variable, et si l’on attribue des 
sens convenables à ces trois droites, le périmètre du triangle qu’elles 


forment est constant. On peut énoncer cette proposition sous la forme 
suivante : 


St une courbe est telle que sa tangente forme avec deux droites fixes 
un triangle de périmètre constant, elle jouit de la méme propriété quand 


on substitue aux deux droites une infinite d’autres systèmes de deux 
droues fixes. 


Cette proposition admet la généralisation suivante : 


Si l’on considère n couples de droites et une droite variable qui forme, 
avec les n couples, des triangles dont les périmètres ont une somme con- 
stante, cette droite variable enveloppera une courbe unicursale, qu con- 
servera la même définition quand on substituera aux couples primitifs 
n autres couples dépendant de deux paramètres arbitraires. 


Les courbes auxquelles on est ainsi conduit peuvent étre caracté- 
risées de la manière suivante : Elles sont d’une classe quelconque, 
que je désignerai par m; elles admettent la droite de l’infini pour tan- 
gente multiple d’ordre m — 2, et de plus elles coupent cette droite 
aux points à l’infini sur le cercle. Exceptionnellement elles peuvent 
admettre la droite de l’infini comme tangente multiple d’ordre m — 1, 
et se réduire aux courbes considérées plus haut (*). 


(1) L’équation de la tangente à la courbe peut se mettre sous la forme 


F(u) et f(w) désignant des polynômes d’ordre m et m — 2 respectivement. 


Pa 
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Réciproquement, chacune de ces courbes admettra la génération 
précédente; il faudra prendre » triangles si la courbe est de la classe 
an ou 2n — 1. Pour démontrer cette proposition, on est conduit à étu- 


dier la question suivante : 


Étant donnee une forme binaire homogène de degré pair 2n, détermi- 
ner deux formes de degré n + 1 dont elle soit la jacobienne. | 


Ce problème, que j'avais proposé à mes auditeurs, a été l’objet des 
recherches profondes de l’un d’eux, M. Stéphanos, recherches qui ont 
été communiquées à l’Académie. Il offre un grand intérêt et se pré- 
sente dans l’étude de questions très variées. Par exemple, c’est de sa 
solution que dépend la détermination des courbes unicursales d’un 
degré donné, dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. 

Si nous revenons à nos courbes unicursales, nous reconnaitrons 
qu’elles possèdent de nombreuses propriétés. D'abord, on peut géné- 
raliser beaucoup leur définition primitive. La courbe dont la tangente 
forme avec n couples de droites des triangles dont la somme des péri- 
mètres est constante peut encore être définie, et d’une infinité de ma- 
nières, comme il suit : 


Il existe n couples de droites tels, que les n triangles formés par ces 
couples et la tangente variable aient leurs périmètres liés par une équation 
linéaire, dont les coefficients seront quelconques et ne seront plus égaux à 
l'unité comme dans la génération primitive. 


Si l’on veut avoir des sommes de périmètres, on peut encore aug- 
menter le nombre des triangles, et l’on rencontre alors différents pro- 
blèmes d'Algèbre, parmi lesquels je citerai le suivant, qui comprend 
celui qui a été énoncé plus haut : 


Etant donnée une forme binaire, trouver deux autres formes, de de- 
gres égaux ou inégaux, dont elle soit la jacobienne. 


’ #4 ’ , . , on . 
D'une manière générale, si l'on considère p droites fixes et une 


af ie 
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droite variable, et si l’on établit une relation linéaire quelconque 
entre les segments interceptés par la droite variable sur les droites 


fixes, et par les droites fixes sur la droite variable, cette relation peut 


toujours se ramener à une autre ne contenant que des périmètres de 
triangles formés par la droite variable et les droites fixes; et par consé- 
quent la courbe enveloppe de la droite appartient à la classe que nous 
étudions ici. 6 

En me plaçant à ce point de vue, je signalerai spécialement les 


courbes qui sont définies par une relation existant uniquement entré 


les segments déterminés sur la tangente variable par des droites fixes. 
Si cette relation est homogène, ces courbes sont celles qui ont été con- 
sidérées dans ma dernière Communication; si la relation n’est pas 
homogène, elle n’a lieu qu'avec un seul système de droites. La propo- 
sition suivante définit les cas dans lesquels elle se présente. 

Considérons une courbe unicursale de classe 72, admettant la droite 
de l'infini pour tangente multiple d’ordre n — 2. En général, cette 
courbe, qui touche en n — 2 points la droite de l’infini, la coupera en 
outre en deux autres points, distincts des points de contact. Sv ces 
deux points viennent se confondre à la fois avec les points à Vinfini sur le 
cercle et avec deux des n — 2 points de contact, les n — 3 segments inter- 
ceptés sur la tangente variable à la courbe par les n — 2 tangentes doubles 
de cette courbe seront lies par une relation linéaire. 

Je n’insiste pas sur les divers cas particuliers, me contentant de faire 
remarquer que l’hypocycloïde à trois rebroussements, la courbe enve- 
loppe d’une droite de longueur constante dont les extrémités décri- 
vent deux droites et, plus généralement, l’hypercycle de M. Laguerre 
sont, avec la parabole, les plus simples des courbes dont j'ai fait con- 
naître divers modes de génération ('). Toutes ces courbes sont les 


(1) Les propositions analogues relatives aux courbes sphériques ont déjà été données 
dans mon Ouvrage, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, 
p- 106. On les obtient en appliquant la méthode des figures supplémentaires à d’autres 
propositions, sur lesquelles je ne reviendrai pas en ce moment; de même les propriétés 
de l'hypereyele peuvent se déduire de celles que nous devons à M. Laguerre, relativement 
aux courbes qu’il a nommées cassiniennes. 


| - onda a différents nee nla « à deux 


Rune fraction rationnelle. 


a 


ee 


SUR LES 
COURBES ALGÉBRIQUES A TORSION CONSTANTE, 


Par M. Maurice FOUCHE, 


AGREGE DE L'UNIVERSITE, PROFESSEUR A SAINTE-BARBE. 


Dans son Ouvrage sur la Théorie des surfaces, M. G. Darboux signale 
comme question intéressante la recherche des courbes algébriques à 
torsion constante. Quoique je n’aie pu parvenir à traiter complètement 
la question, en ce sens que je n’ai pu trouver un moyen de former les 
équations de toutes ces courbes, je suis cependant arrivé à certains ré- 
sultats qui me paraissent présenter quelque intérêt. Je me propose 
d'établir les propositions suivantes : 

1° Il existe une courbe, et une seule, dont le rayon de torsion est 
constamment égal à une constante donnée et telle que le cône formé 
par des parallèles aux binormales soit égal à un cône donné. Quand on 
connaît l'équation de ce cône, la détermination de la courbe à torsion 
constante ne dépend que de simples quadratures. 

2° Pour que la courbe soit algébrique, il faut et il suffit : 1° que le 
cône parallèle aux binormales soit algébrique; 2° que l’intersection de 
ce cône avec une sphère ayant son centre au sommet se projette sur 
un plan quelconque suivant une courbe algébriquement carrable, de 
sorte que la question se trouve ramenée à la recherche des courbes 
sphériques dont la projection sur un plan quelconque est algébrique- 
ment carrable. 

3° La détermination d’une pareille courbe dépend de la détermina- 
tion de deux fonctions algébriques d’une seule variable qui doivent 
vérifier une certaine équation différentielle, qui est du second ordre et 


on de Rasa dat à se 
4° On peut trouver une infinité de courbes a 
constante; en pee ee tout polynôme entier 


+ te Désignons par X, Y, Z, S les coordonnées dan one ‘et Pare de B. 


la courbe; par æ, y, = les cosinus directeurs de la binormale, et par T 
le rayon de torsion. Les cosinus directeurs de la tangente seront 


ax, dY, di 
dS’ dS’ ds | 


et ceux de la normale principale 


On aura-donc, en vertu des formules de Frenet, 


da 7 cane 44 


ds Tas °æ 
dx = (dl —s dY), 
dy =; T (s dX — xdZ), 


ds — q (vay —y dX), 
d’où lon tire - 
I 
3 dy — y ds = lo + s*) dx — x3 ds — xy dY]. 
Si l’on remarque que 


EASE AFTER et æ dX + ydY+sdZ=0, 
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on aura 
| aX = T(s dy — y ds), 
(1) | 4 dY = T(xdz — 5 dx), 
dL = T(y dx — x dy). 


Si T est une constante donnée, et si a, y, = sont connues en fonc- 
tion d’une variable quelconque, on obtiendra X, Y, Z par de simples 
quadratures. Les constantes introduites par l'intégration se rapportent 
à un transport parallèle des axes ou à une translation de la courbe. Il 
n'y a donc qu’une seule courbe répondant à la question. 

Les conclusions précédentes, qui n’ont rien de nouveau, subsiste- 
raient,si T, au lieu d’être constant, était donné en fonction de la méme 
variable que x, v, 3. | 


2. Les trois cosinus directeurs æ, y, = de la binormale sont liés 


par la relation 
vo + stat. 
« 
7 x L Q ») 
Ils satisfont de plus à l’équation homogène 


. 
POLY 2) = 0 
du cône parallèle aux binormales. 

On peut donc les considérer comme les coordonnées d’un point de 
l'intersection de ce cône avec la sphère de rayon r décrite du sommet 
du cône comme centre, intersection qu’on appelle l’éndicatrice des 
binormales. 

Il est bien certain que l’indicatrice des binormales d’une courbe 
algébrique est elle-même algébrique. 

De plus, en vertu des formules (1), où l’on suppose T constant, les 
coordonnées d’un point de la courbe cherchée sont au facteur constant 


pres 2 les aires en coordonnées polaires des projections de cette in- 


dicatrice sur les trois plans coordonnés. Il est évident du reste qu’on 
peut modifier le rayon de la sphère, tout en conservant le cône, sans 
changer la nature algébrique des aires des projections. De plus, si 
l’on change la constante T, on obtient des courbes homothétiques. 
Done, à chaque courbe sphérique dont les projections sur les plans coor- 


, : 12 
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het iy ligéran par la ved z la torsion et hor 
réciproquement. . 2 


3. Si l’on prend pour Rate d'un point de la a dem 4) 
variables qui restent constantes chacune sur l'une des génératrices 
“imaginaires de le sphère, on pourra poser 


tty a ss) UP 
. 1 I 
ety = aller See lee 
d’où l’on tire 


1— uP 
= ei) 


ue 

et ensuite 

| i(— du — de + v?du + u? de) 
(u—v} 


du + de + v?du + u?de 
(u — LE 


2i(e du + u de) 
(uw—e)? - 


2 


br dy—y Apa 


TAz 342 = > 


ydx— xdy = — 


Une courbe algébrique de la sphère sera définie par une équation 


Q algébrique entre w et , ou bien par deux fonetions algébriques qui a 
oe donneront uw et ¢ en fonction d’une troisième variable. D’après les 
À conditions de notre problème, il faudra quesles trois différentielles 
| | ci-dessus soient des différentielles algébriques de la même variable. II 
= en sera évidemment de même des deux combinaisons linéaires 


æ ds —sdx +i(sdy — yds), 


et réciproquement: Done il faut et il suffit que les trois quantités 


CA 
i 
a (2) du + do du+ude vdu+ude 
ne F (u=Fÿ (apy ? (u — v}° 
+ z \ 
; soient des différentielles-algébriques. 

7 
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Nous remarquerons que 


— du + de + edu — u?dv 


0 lf ee ) 
(u —v}? 
_i(— du + dr — du + u?de) 
OP (u—v} ; 
eee 2(6 du — u dv) 
(u—v) 


seront aussi des différentielles algébriques. 
Il en sera de méme de 


2(e?du— u? dv) 


Phi (u —v} ; 
é — 2(du — dv) 
dr tidy = res 0: 


En combinant linéairement ces trois différentielles avec les diffé- 
rentielles (2), on voit que les six quantités 


du v du du 

=) 55 AS, 

(UE CU PR (uv 
do u do uw? do 


(u— 0) lu pv} (up )* 


seront des différentielles algébriques. Réciproquement, il suffira que 
trois de ces quantités prises dans trois colonnes différentes soient des 
différentielles algébriques. 

Nous poserons 


(3) 


do res 
(ea ere” 


et nous aurons à exprimer que 
ag, Vida, Vida 


sont des différentielles algébriques. On remarquera que, d’après les 


identités : f 
| uda = au =) a du, 


{ u?da = au— 2 fau du, 
J à 


as Rete 


ee nr Bes 
oa oe a. rey he L a 
on pourra, alt eis et u 


une fonction algébrique. 


Si de plus on pose 


ona . 
+ au du = u db, 


qu’on pourra de même remplacer par bdu. 


Soit done — 
“hidu == de, 


+ 
-* ‘ 


Ainsi la fonction a devra étre la dérivée seconde d’une fonction algé- 


brique de u. Si a est connu, la fonction sera déterminée par iain 
tion différentielle (3); de sorte que la condition nécessaire et suffisante 


est que ré équation (3), qu'on peut écrire 
de 
Gin. 

ou encore 


soit vérifiée par deux fonctions algébriques ¢ et c de u. 
Si l’on pose 


J 
Roses) ft ae 


l'équation précédente prend la forme 


TRUE es fitfiae". 

Si l’on peut trouver deux fonctions algébriques de w vérifiant cette 
équation, la courbe correspondante sera représentée par equation 
algébrique 


ps 
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L’équation (4) est une équation de Riccati par rapport A 75 OIL peut 
la transformer de manière qu’elle ne renferme que la dérivée seconde 
de € au lieu de la dérivée tierce. Pour y arriver, on remarquera que /* 
doit être une différentielle algébrique. Alors on posera f? = g’, et l'on 
aura, en intégrant et faisant passer la constante dans la fonction c’, 


f+g—c'—=0o ou PE NN 


‘ou, en chassant le radical, 


5 ae ee ol 3 
oO (8g ) à 


Il est à remarquer que la fonction g g qui figure dans cette équation 
n’est autre que la fonction 
du 
AT ele du. 


4. Quoique l’équation (4) contienne une dérivée tierce, elle parait 
ane plus facile à appliquer que léquation (5). Nous allons 
donner les expressions des coordonnées d’un point de la courbe au 
moyen des fonctions f et c. Si l’on voulait ces expressions au moyen 
des fonctions g etc, il suffirait de se rappeler l'équation 


= 


f+g—c'—o; 


de sorte qu’il n’y aurait qu’à remplacer f par €" — g. 
On a 


HERO | RS 
Hp a 
ler en =f di= fer NEC ay F 
U — 2 
ie LE Shee a . 
u —# 
e du ft; pidu= f upiau— f fu 
ea eas DA f KA 
= fact du faf'au — [rdu 


Ale. fora — uf ue! —c'— uf, 


Fri 


on = fume p} a 
FLE ’ 


hes 
=aë—aub+3] odes. sa 


# 


ast Sey n =) f2du = ar *du—2{ vara afew ÿ 
jp ae nf cs ie 
MEN fera ftp 


=u?c"— 2 fu du = wWf+u . 


= uc" — 2uc'+ 2c— wf + u. 
. 4 . 


Si l'on transporte ces valeurs dans les capressions 


ay = 2 , 
X— T fear yds) =Ti [= du de ri + el 


RS 


SENS 
v=t f(æds san =t f ere du nd 


mains 
Gat (ya ad asst [ES CP 


on aura les expressions de X, Y, Z en fonction de la variable w 


; (X=Ti[— (et ae ut) — hue’ 4e+u}], 
(6) Y=T[(2e"—f)(1+ uw?) —4ue'+ fe + u], 
\ Z>=— 2Ti[(2c’—f)u—a2c']. 


5. Pour que la courbe soit réelle, il suffit évidemment que Vindiea- 
: : x ‘ Monk I : : ‘ 
trice des binormales le soit, c’est-à-dire que — = soit conjugué de uw. 


Oru et ¢ sont liés par l'équation 


I 1e I 
U—p— =) d'où. ER hi 
ss 


8 if 


Il faudrait donc, pour trouver une courbe algébrique réelle à torsion 
constante, qu'on ptt trouver deux fonctions algébriques de u, f et c 


vérifiant l'équation (4) et telles que w et = soient des fonctions 


uf 


conjuguées d’une même variable réelle. 


. 
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Il y a une remarque à faire au sujet des constantes qui entrent dans 
la fonction c. L’indicatrice des binormales qui a pour équation 


k (PEN == f 

ne dépend pas de cette fonction c, de sorte qu’elle ne change pas quand 
on fait varier les constantes introduites par l'intégration de c”. Comme 
à cette indicatrice ne correspond qu’une seule courbe ayant une tor- 
sion donnée, il s’ensuit que ces constantes n’ont d’autre effet que de 
faire varier la position de la courbe; c’est du reste ce qu’on pourrait 
vérifier directement sur les formules (6). Il en résulte que, lorsqu'on 
aura trouvé une fonction f vérifiant l'équation (4), on pourra choisir 
arbitrairement les trois constantes de c, qui est défini par sa dérivée 
tierce, sans changer la courbe correspondante. 


6. Il est facile de trouver une infinité de fonctions vérifiant l’équa- 
tion (4): il faut et il suffit que f?+ f’ soit la différentielle tierce 


d’une fonction algébrique. C’est évidemment ce qui arrivera st f est 


un polynôme entier ou si f est une somme de termes en nombre fini 
de la forme 


T2 HU 


la lettre » désignant un nombre entier ou fractionnaire, positif ou né- 
gatif, à condition toutefois qu'aucune valeur de z ne soit égale à — r, 
— 2, —?, —4, et que la somme de deux valeurs différentes de » ne 
soit jamais égale à — 1, — 2 ou — 3. Ces restrictions proviennent de 
ce qu’il ne doit pas y avoir dans /’ + f? de termes donnant des loga- 
rithmes dans l’une des trois intégrations successives. Elles ne sont 
cependant pas absolues, car il pourrait arriver que des termes à inte- 
grale transcendante disparussent en se trouvant répétés avec des 
signes contraires dans /” et dans f?. 
On peut encore prendre pour f une expression de la forme 


(UT a)"; 


n étant un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif, différent 
de 
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7. Exemples : 
Lo | 10, C0) Cc =o. 

L'équation de l’indicatrice des binormales est 

EE 
Les formules (6) donnent, en faisant T = 1, 
NT Us Y—— «, =O. 

C’est l’une des droites isotropes du plan des XY. 
2° y= Const. ig ee fo Cae ay RE 


L’équation de l’indicatrice des binormales est 


d’où on ‘tire 
xz —ty — const. 


C’est done une courbe plane, et, comme le plan 
tia ly = 0 


est tangent au cone asymptote de la sphere, cette courbe est une para- 
bole. Les formules (6) donnent, en supprimant une constante /, 


X =i[Rftut—fut— (2f2—1)u], 
Y= 3/f?uw— fu? + (2 f?+1)u, 
Z = 2tfu(i— fu). 


On reconnait aisément que la courbure de cette couthe est aussi 
ay ste ,* wag *hAlina © ‘ ay 1 1 1 : - 
constante : c'est l’hélice algébrique imaginaire qui est connue depuis 
longtemps. 
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THÉORIE ÉLASTIQUE DE LA PLASTICITÉ 


FRAGILITÉ DES CORPS SOLIDES, 


Par M. M. BRILLOUIN, 


MAITRE DE CONFERENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


Objet du travail. — Dans la théorie ordinaire de l’élasticité limitée 
aux lois de Hooke, et développée surtout pour les solides isotropes, 
on ne rencontre naturellement que les phénomènes de déformation 
temporaire dans lesquels le corps solide déformé revient exactement 


_ asa forme primitive dès que cesse l'application des forces. Un examen 


attentif de cette théorie permet pourtant de mettre en évidence des cas 
particuliers dans lesquels le retour à la forme primitive est incomplet, 
et qui présentent par conséquent des déformations progressives et 
permanentes. On peut aussi trouver des cas dans lesquels la déforma- 
tion progressive entraine la rupture, et en particulier indiquer pour 
les solides anisotropes quelles relations entre les vingt et un coeffi- 
cients d’élasticité sont nécessaires pour qu’un plan d’orientation dé- 
terminée soit un plan de glissement sans rupture ou un plan de facile 
clivage. Enfin, passant à l’étude des corps isotropes, dans le cas gé- 
néral où les forces élastiques sont des fonctions non linéaires des dé- 
formations, on peut de même tirer de la connaissance de ces fonctions 
les conditions auxquelles les forces appliquées au corps commencent 
à produire une déformation progressive, au lieu d’un état d'équilibre 
déterminé, ou bien la rupture. , 

Dans ce premier et court Mémoire, je me bornerai à mettre le plus 

Ann, de l'Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Novemere 1890. GG 
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nettement possible en évidence les idées générales. Un second Mé- 
moire sera consacré aux clivages des cristaux; un troisième aux corps 
isotropes soumis à de grandes déformations. 

Les indications historiques trouveront place dans les Mémoires spé- 
ciaux; elles se réduisent d’ailleurs à fort peu de chose. Le véritable 
point de départ de ces recherches est dans les remarques de Stokes sur 
l'impossibilité d'admettre un rapport fixe entre les deux coefficients 
d’élasticité des corps isotropes naturels, et sur le rôle que joue l’inten- 
sité de la pesanteur à la surface de la Terre dans notre distinction des 
corps en solides et liquides. Maxwell et Thomson, en particulier, ont 
souvent insisté sur l'importance de ces remarques, tant dans leurs 
livres que dans les articles de l'Encyclopédie britannique, et les confé- 
rences publiques. Peut-être semblera-t-il qu'il n’y ait ici presque rien 
de plus; cependant aucun d'eux, à ma connaissance, n’en a tiré l’en- 
semble de conséquences que j'ai indiquées plus haut, et, si je ne me 
trompe, c’est faute d’avoir énoncé une remarque d’ailleurs évidente 
dans le cas des fluides, et sur laquelle j’ai déjà eu l’occasion d’insister 
dans ce Recueil même (‘), à propos d’une question que je traiterai 
prochainement par-une voie nouvelle. 

Cette remarque est la suivante : 


À un système de forces élastiques données ne correspond pas nécessaire- 
ment une déformation unique et déterminée. 


Tels sont les fluides qui, soumis à une pression uniforme, occupent 
un volume déterminé en grandeur, mais dont la forme reste indéter- 
minée. ote 

Il y a des corps qui sont incapables d’exercer sur d’autres certaines ac- 
lions élastiques, et par conséquent de subir les réactions correspondantes. 
Si l’on réussit à donner aux divers points de ces corps un système de de- 
placements et de vitesses initiales qui, pour rester fini, exigerait le déve- 
loppement de pareilles forces, ces corps coulent ou se séparent. 


Tels sont toujours les fluides incapables de résister aux moindres 


(1) Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 3° série, t. IV, juillet 1887, 
p. 225 et 226, et Note à la fin du Volume. 
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actions tangentielles ou à des pressions normales différentes en diffé- 
rents sens. 

Les deux points de vue sont ainsi indiqués : pour d’autres corps que 
les fluides, il faut rechercher les cas d’indétermination, moindre 
d’ailleurs, de la forme sous l’influence de forces déterminées; c’est le 
point de vue statique qui correspond a un équilibre indifférent si le 
corps est en repos, instable s’il y a des vitesses initiales. On peut aussi 
rechercher directement les cas d’équilibre instable, c’est le point de 
vue dynamique, et il importe de distinguer par un caractere simple 
les cas où cette instabilité a pour conséquence la rupture, de ceux où 
elle produit une déformation progressive sans rupture, au moins im- 
médiate. 

Ainsi l’hypothése fondamentale est ici la même que dans la théorie 


ordinaire de l’élasticité : 


A une déformation homogène déterminée d'un corps correspond un 
système de forces élastiques unique, déterminé sans aucune ambiguité. 
Mais la réciproque peut n'être pas vraie. 


Si le corps n’est pas en repos, les forces élastiques peuvent dépendre 
en outre des variations de la déformation avec le temps, mais je ne 
m'en occupe pas pour le moment. J'ai déjà indiqué et développé ail- 
leurs (‘) une hypothèse différente et moins simple, d’après laquelle 
toute déformation temporaire serait accompagnée d’une déformation 
permanente définie par le cycle de transformation; il ne m'est pas en- 
core possible de dire dans quelle mesure cette ancienne hypothèse 
s'applique aux corps réels. Je pense que l’hypothèse que je développe 
actuellement contient une beaucoup plus grande part de vérité; mais 
je ne prétends pas la présenter comme absolument définitive ni sur- 
tout comme complète; et si, en continuant à y réfléchir, à comparer les 
conséquences de l'hypothèse avec les observations, je viens à imaginer 
des modifications utiles ou même d’autres hypothèses toutes diffé- 
rentes qui me paraissent contenir une autre part de vérité, je ne me 
ferai pas faute de les développer aussi. Sur ces sujets délicats, on ne 


(1) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 6, 13, 20 et 27 février 
1888, et Journal de Physique, 2° série, t. VII (1888), p. 237, et t. VIII (1889), p. 169. 
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peut pas espérer atteindre la vérité par l’expérimentation pure; la 
preuve en est faite surabondamment par le nombre prodigieux de Mé- 
moires de mesures qui, chacun à son tour, obscurcissent davantage 
un sujet déjà peu clair. Des hypothèses, développées jusqu’au point 
où la comparaison avec les mesures anciennes devient possible, sont 
tout à fait nécessaires; mais, loin de se borner à une seule hypothèse, 
il convient, pour n'être pas dupe, de chercher à faire une énuméra- 
tion aussi complète que possible de toutes celles que l'imagination 
humaine peut inventer, pour choisir ensuite l'hypothèse la plus com- 
préhensive comme étant provisoirement la plus vraisemblable. 

J'ose espérer pourtant que l'hypothèse actuelle aura besoin seule- 
ment d’être complétée pour tenir compte de la vitesse de déformation, 
mais subsistera dans ses traits généraux. 


Deformations en fonction des forces. Cas d’indétermination. — Pour ‘ 


un corps isotrope, en admettant les lois de Hooke, on sait que les forces 
élastiques N, T sont données en fonction des dilatations et des glisse- 
ments D, G par les relations 


Ni=A(De+Dy+Dz)+22D2, : Ti=pGe 


qui sont, en général, résolubles par rapport aux déformations et don- 
nent 


Ni+ N:+ N: D 5 3 N, N,+N.+N; 
ET: UV ASR Sa x — . 


D,+ D,+ D;= — a 
4 Y ? BA+ap ? 2H 26 3A+dAp 


Un premier cas d’indétermination bien connu est celui des fluides 


0; 
AREA Tr 0, Ni= Ne Ne A(D,+ D, + De 


D;+ D, + DE af 


ais 


Dz—D,, De—D:, Gz, Gy, G; indéterminés. 


Les six forces élastiques sont bien déterminées; mais elles ne dépen- 
dent que d’une seule déformation, la dilatation cubique. Aussi ces six 
A ERC CZ eee ore 

equations n'en fournissent qu’une seule, distincte pour le calcul des 
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six composantes de la déformation; cing d’entre elles, les différences 
des dilatations linéaires et les glissements, restent indéterminées. Une 
déformation sans changement du volume total ne met en jeu aucune 
force élastique, ne change pas les valeurs des forces élastiques par 
unité de surface; une déformation sans changement du volume total 
est permanente. Les fluides sont en équilibre stable (A > 0) pour tout 
changement de volume, indifférent pour les déformations sans chan- 
gement de volume. La connaissance des forces élastiques par unité de 
surface ne suffit pas pour définir le changement de forme du fluide: il 
y faut ajouter des relations géométriques avec les corps extérieurs qui 
exercent la pression, la forme du vase en un mot. D’ailleurs, quelle 
que soit la forme finale prise par un élément de volume primitivement 
cubique, l’isotropie du milieu n’est pas altérée, et il n’y a pas à s’en 
préoccuper pour l’étude des déformations ultérieures. 

Toutes ces remarques, évidentes dans le cas des fluides, se retrou- 
veront pour les solides plastiques. 

Un second cas d’indétermination se présente si l’on a (‘) 


3 À + 21 == 0, 
N,+N, + Nz = 0, N,=A(D,+ D;— 2Dz), T,=— 2AG,, 
2 2T; cam N,— N,. 
Gg, =— a ? D,—D,=— 3 d 


D,+ D,+ D. indéterminé. 


On peut done imaginer un autre type de solide isotrope, incapable 
de supporter une pression normale uniforme, mais capable de résister 
à des forces tangentielles, ou à des forces normales inégales ayant une 
somme nulle. Les différences des dilatations linéaires deux à deux sont 
seules déterminées, ainsi que les glissements. Mais les valeurs abso- 
lues des dilatations linéaires, ainsi que la dilatation cubique, sont in- 
déterminées. La contraction cubique uniforme d’un tel corps ne met 
en jeu aucune force élastique; un tel corps résiste à la déformation, 
mais non à la compression cubique uniforme. Tout système de dépla- 
cements qui détruit ’homogénéité de ce corps sans déformer aucun 


(2) Ce sont les relations proposées par Stokes pour le frottement des fluides, en fonction 
des vitesses de déformation. 


= . fe ee 

alent de een n pace ie Seti Male si 
outre, aux différents: points du corps un systeme nos 

qi ne ÉRPNIES 1e des dilatations A hae sans £ 


| t () Par exemple, sans rotation autour : de Oz, on peut poser 

7 F2 Te Wels taie Al a 

% — 3aa(y2-+ 22) — b( y+ 28) + ony + fast ge thy + kz, 

yi u= Vp=3aat +2br+c—3a(y?+ 22) +ey+fe+g, 
pa 0=—V, = baay +2by —ex—h, | 

> w=—, =b6arz +2b2—fx—h, | Ks 


LA 


10=u= 0, = w= Ve =— Ys =— Ye = 6ax+ 2b, 


et prendre u, v, w, soit comme des déplacements, soit comme des vitesses qui donnent | 
lieu uniquement à des dilatations cubiques, croissant proportionnellement à x. : 
On peut trouver facilement la solution générale; on a, en effet, | : 


Up= y= We= 50, Uy+%y=0, %+My=0, Wy+Uz,=0; 


d’où l’on tire aisément ' 


2 « 
ae . . Una = — ur =— ust = 30%, 
5 . TEA U nr 19! 
à + — Oy = ys ae Vz2—= 3 yo 
ae we wma— we tbs; : 
s ie = 3 "33 
à wis 
« P (A (A 1 “9” 0! 
4 Ur Paye 0 = — (Bis Oy) | 
LAS 
x | et deux autres pareilles; d’où 
. 7 , ’ One — 02 — 0: — Oo, 
7 1 ¥ 
: | 20=ax+f$y+yz+ bay + evs +nyz+Cayz +9, 
ea Ju = a + 2Baytayrs+ day + exz+onxyz+layz+2ox+di(y,s), 


Dr 0 el 30 —oaxy + fy?+oyyz+ dxy?+oexyz+ ny?s + Cay?2 +207 +a(x,2), 
3 = 2axz +afyz+ yat +odxyz+ ext + Hy2? + bays? +295 +3 (2,7) 


7 et, pour que les glissements soient nuls, 


Uys = Ver = Wry = 0, Sean art eo, 
; Y= —a(ytt st) + Ay a+ 
aa a= — B29 2?) + ps + ple +", 
43 =— y(a?+y?) + va + v'y + "3 . 
d’où, en somme, 

nn u= aC 2—p— 2) +aBay + 2yx3 + 2ox + Ày + N's + À", 
4 | | = p—at— 22) +ouay + ayys+agy + us + px + nb, 
; 3 w= y(— a —y2 + 22) +oaxz + 2872 +203 + vx + v'y + Vv’, 
‘aes : 
à solution qui ne diffère de la solution particulière que par l'orientation arbitraire de la ligne ? 
à pee: sans rotation. | 
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aucune force élastique n’étant mise en jeu par cet état initial, les di- 
vers points conserveront leurs vitesses, et la déformation croitra indé- 
finiment sans changer de caractère, l’hétérogénéité s’accentuant de 
plus en plus, indéfiniment, si le corps est illimité. On ne peut s’em- 
pécher de remarquer une certaine analogie de propriétés d’une telle 
matière avec le fluide électrique unique de Franklin dans les corps 
conducteurs. 

La différence est grande entre ce dernier corps et les liquides ou les 
gaz sans rente Ceux-ci sont en équilibre stable pour les défor- 
mations qui changent la densité; l’état homogène est stable; en parti- 
culier, un système quelconque de déplacements et de vitesses initiales 
n’entraine de diminution indéfinie de la densité en aucun point, le 
corps reste continu. Au contraire, le dernier corps est instable pour 
les variations de densité, dès qu’elles sont accompagnées de vitesses 
initiales, si faibles qu’on les suppose; en certains points la densité 
peut diminuer indéfiniment, cela veut dire que la matière disparaît du 
voisinage de ces points, qu’il s’y forme une cavité, ne contenant plus 
de matière, en un mot, que le corps se rompt. 


Plasticité. Fragiité. — L'examen de ces deux cas particuliers nous 
a donc suffi pour reconnaitre les caractères qui distinguent la défor- 
mation progressive de la rupture, la plasticité de la fragilité. 


Lorsqu'une déformation particulière ne fait naître aucune réaction 
élastique dans un corps, l'équilibre du corps est indifférent ou instable 
pour cette déformation, suivant qu’elle est produite dans le corps sans vi- 
Lesses ou avec vitesses initiales. Si cette déformation particulière ne produit 
pas de variation de densité, elle s'accroît sans rupture. Si cette déforma- 
tion particulière produit une variation de densité, elle entraine rapidement 
la rupture, dans les régions où la dilatation cubique est la plus grande. 


Nous ne connaissons pas de corps solide isotrope infiniment fragile, 
ce serait le corps insaisissable que nous avons étudié plus haut. Mais 
nous connaissons des corps très fragiles, tels que le verre, l'acier for- 
tement trempé; nous connaissons aussi, outre les liquides et les gaz, 
toute une série de corps mous ou plastiques, intermédiaires entre les 
fluides et les solides proprement dits. Dans tous ces corps, l’instabi- 
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lité n’existe pas lorsque la pression à laquelle ils sont soumis est nulle; 
mais elle apparaît dès qu’ils sont soumis à une pression même faible, 


mais non uniforme. 


Un corps fragile est un corps dont de faibles déformations préalables 
altèrent assez l’élasticité pour rendre instables les variations de densité, en 
rendant nuls, puis négatifs les accroissements de tension correspondant à 
une diminution de densité. 

Un corps plastique est un corps dont de faibles déformations préalables 
(celles qui résultent simplement de son poids, s'il est en quantité un peu 
grande) altèrent assez l’élasticité pour rendre instable un glissement sans 
variation de densité, en rendant nul, puis négatif l'accroissement de force 
tangentielle correspondant à l'accroissement de ce glissement. 


N. B. — Il ne s’agit pas des glissements en tous sens, ce qui rendrait 
le corps fluide, mais d’un glissement particulier en chaque point. 


Fusion pâteuse. — Pour presque tous les corps isotropes, le coeffi- 
cient d’élasticité de torsion (4) diminue plus vite, lorsque la tempé- 
rature croit, que le coefficient de compressibilité cubique. En général, 
ce coefficient conserve pourtant une valeur finie à la température de 
fusion, et pendant la fusion, lorsqu'elle est nette, le coefficient de tor- 
sion devient brusquement nul, et le coefficient de compressibilité 
cubique (3A + 2p.) diminue brusquement beaucoup. Il existe pour- 
tant des corps, peut-être sont-ce toujours des mélanges, qui se ramol- 
lissent et passent progressivement de l’état solide à l’état liquide sans 
point de fusion net; pour ceux-ci, le coefficient de torsion y n’éprouve 
pas de changement brusque et tombe sans discontinuité à zéro, bien 
que le coefficient de compressibilité cubique reste fini. 


Corps anisotropes. — Considérons maintenant un corps homogene 
anisotrope. A température constante, en tenant compte de l’existence 
de l'énergie et de l’entropie, les forces élastiques sont données par les 
équations | 
(1) ji 1= An De + Ay, Dy + A3 Ds + Aq, Ga + As Gy + AG, 

(Tie Ay DEAD oA hee Gee FAC 


dans lesquelles l'ordre des indices des A est indifférent. 
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Ces six équations déterminent en général les déformations en fonc- 
tion des forces. Il y a exception lorsque le déterminant des coeffi- 
cients est nul. Appelons A ce déterminant et A,,, A,,, ... ses mineurs 
par rapport à A,,, A,,,...,ona 


AD, = AN CARNE EN EN PE ee AT, PA TS 

AG r= AVN. ON, AN A TA, Tat Ave Ts, 
A(De+Dy+Dz)= (A++) Ni + (Ate + Ane + A5) No + (Ais+Aas + Ass) Ni 
eh Ay AS Aa) hy ae (Ay Age Ag, ) Te + (Aye t+ Age +A,.)T,. 


Lorsque le déterminant A est nul, il y a entre les forces N, T une 
relation linéaire et homogène imposée par la nature du corps. Il y a 
donc une certaine combinaison de forces à laquelle le corps est inca- 
pable de résister; il y a une certaine déformation qui n’exige aucun 
travail et ne donne naissance à aucune réaction élastique. Le cristal 
est susceptible de déformation progressive ou de clivage suivant que 
la dilatation cubique est indépendante ou dépend de cette déformation 
critique. 

Supposons, par exemple, que la composante T, soit identiquement 
nulle quelle que soit la déformation, c’est-à-dire que sur les deux 
faces perpendiculaires, l’une à Ow, l’autre à Oy, aucune déformation 
ne puisse donner naissance à une composante tangentielle perpendi- 
culaire à Oz. On,a alors 


Aig = Ags = Ags = Ang = A5 = A6 — 0, 


ce qui fait disparaître le glissement G, de toutes les autres forces élas- 
tiques et de l’énergie. Le glissement G, n’exige aucun travail, il ne 
donne naissance à aucune réaction, il ne change pas l’état élastique 
du corps. Un déplacement 


UO (7), v= (2), 0 


ne produit aucun changement des propriétés du corps; 1l est tout en- 

tier permanent. Un déplacement complexe dans lequel les glisse- 

ments G, ne sont pas nuls est en partie temporaire, en partie per- 

manent. D'ailleurs ces glissements G, se produiront toujours très 

facilement, puisque aucune réaction élastique ne les limite, lorsqu'un 
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accident quelconque les a fait commencer avec une vitesse mème très 
petite. 
Un pareil corps anisotrope serait solide en tous sens, à l'exception 
d’une direction dans un plan pour laquelle il serait fluide. Nous n'en 
connaissons aucun exemple rigoureux, mais nous savons par l'expé- 
rience de Reusch et Baumhauer sur le spath, que dans ce corps un 
grand glissement est possible sans rupture suivant un certain plan. 
Par conséquent une faible déformation préalable suffit pour rendre 
nuls les coefficients d’une certaine composante tangentielle de ce plan; 
ceux-ci sont donc très petits par rapport à la plupart des autres coefti- 
cients d’élasticité du spath dans l’état naturel. 

Si la déformation qui ne met en jeu aucune force élastique est une 
certaine dilatation linéaire ou une combinaison de dilatations linéaires 
et de glissements, il arrivera en général que l’accroissement de cette 
déformation aura pour conséquence l’accroissement indéfini de la dila- 
tation cubique suivant certains plans de direction déterminée, c’est- 
à-dire, comme nous l’avons expliqué plus haut (p. 351), la rupture du 
corps, suivant ces plans. Cela se produit dans un tres grand nombre 
de cristaux à la suite de déformations préalables plus ou moins 
grandes. C’est le phénomène du clivage qui nous fournit ainsi des re- 
lations approchées entre les coefficients d’élasticité déja réduits par 
les considérations de symétrie. 

Je me borne ici à ces courtes indications sur les corps anisotropes, 
dont l'étude fera l’objet d’un prochain Mémoire. 


États vibratoires d'un corps homogène limité. Cas où une période est 
infinie. — Nous allons retrouver les mêmes conclusions pour un corps 
limité en nous plaçant au point de vue dynamique au lieu du point de 
vue statique. Lorsque les forces élastiques sont des fonctions linéaires 
des déformations, l'équilibre est stable si l'énergie reste positive pour 
toute déformation virtuelle. Si l’on peut trouver un système de défor- 
mations virtuelles qui rende l'énergie nulle ou négative, l'équilibre 
est instable. Toute déformation virtuelle peut se décomposer en une 
infinité de déformations simples dont les périodes distinctes sont les 
racines d'une équation généralement transcendante. Un des modes 
d'investigation de la stabilité de l'équilibre consiste précisément, 
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comme on sait, à prouver que toutes les périodes sont nécessairement 
réelles si l'énergie virtuelle ne peut être que positive. La démonstra- 
tion montre en même temps que, à une déformation virtuelle simple 
qui fournit une valeur nulle ou négative de l'énergie virtuelle corres- 
pond une période infinie ou imaginaire pure, c’est-à-dire une défor- 
mation qui croit avec le temps soit comme une fonction linéaire, soit 
comme une fonction exponentielle, instable par conséquent. Mais une 
déformation qui laisse l'énergie nulle, à laquelle ne correspond aucun 
travail, et par suite aucune réaction élastique, est précisément cette 
déformation indéterminée dont nous avons assez longuement parlé 
jusqu'ici. Les deux ordres de considérations sont donc parfaitement 
d'accord pour des corps élastiques homogènes isotropes ou non qui 
obéissent aux lois de Hooke. C’est une autre question de savoir s’il en 
est de même en dehors des limites de ces lois, et dont l’examen dé- 
taillé fera l’objet du troisième Mémoire. 


Etats vibratoires d’un corps illimité en tous sens. Cas où une vitesse de 
propagation est nulle. — 11 semble qu’on fasse un raisonnement équi- 
valent en partant d’un point de vue un peu différent. Dans un corps 
homogène indéfini, tout système de déplacements distribué par ondes 
planes uniformes a une vitesse de propagation déterminée qui dépend 
de l'orientation du plan d'onde et de l’orientation du déplacement. 
C’est ainsi que dans les solides isotropes de la Théorie de l’élasticité, 
les déplacements longitudinaux ont une vitesse de propagation, et les 
déplacements transversaux une autre. Dans les liquides et les gaz, la 
vitesse de propagation des déplacements transversaux est nulle; des 
deux systèmes de mouvements simples qui dans un corps isotrope se 
propagent indépendamment l’un de l’autre, rotations et dilatations cu- 
biques, les premières ne se propagent pas dans les liquides et restent 
sur place soit comme déformations permanentes, soit comme vitesses 
de rotation constantes, sans altérer d’ailleurs la continuité du fluide. 

De même, un déplacement simple quelconque peut se propager avec 
. une vitesse finie, ou nulle, ou imaginaire pure; et à ces deux derniers 
cas correspondent des déplacements qui croissent avec le temps 
linéairement ou comme une exponentielle, sans se propager; ce sont 
done des déplacements essentiellement instables, qui produisent une 
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déformation progressive ou la rupture, suivant qu'ils sont dépendants 
ou indépendants de Ja dilatation cubique. 

L'étude des vitesses de propagation normale des ondes planes uni- 
formes conduit donc à la conclusion suivante : 


L'éat d'équilibre d'un corps illimité est stable lorsque la surface des 
vitesses normales est entièrement réelle; il est instable lorsque une nappe 
de cette surface passe par son centre sans devenir imaginaire, ou devient 
imaginaire à l’intérieur d’un certain cône tangent en son centre. 


Il suffit de se reporter aux équations du mouvement et de se rap- 
peler par quelles opérations on obtient la surface des vitesses normales 
pour être convaincu que le nouveau critérium diffère des précédents. 
Montrons-en de suite un exemple : le corps isotrope incapable de ré- 
sister à la moindre pression normale uniforme (3A + 24 —0) a pour- 
tant une surface d’onde complètement réelle, formée d’une nappe 


double sphérique de rayon VE pour les vibrations transversales, et 


f 
d’une nappe simple également sphérique de rayon / 4 pour les vi- 
brations longitudinales, ou de condensation, car dans ce dernier cas 
l'inégalité des trois dilatations rectangulaires donne naissance à des 
forces élastiques déterminées, et la déformation qui n’est pas accom- 
pagnée de rotations ne se réduit pas à une pure dilatation cubique 
uniforme. 

L’équilibre est pourtant indifférent ou instable; il est facile de s’en 
assurer. Considérons pour cela un système de déplacements produisant 
une dilatation cubique pure, c’est-à-dire satisfaisant aux équations 

Dei ans Vs Uy + Pr 0, Ps + y= 0, Wy, + UZ; 0, 
et dont la solution générale a été donnée en note. Des conditions 
écrites, on tire facilement 


ATEN AS TRES : 1 
Uy 30%) Uys—= — Pry = — 401, UT Des os À 6 


et, en portant dans l’une des équations, 


du a 
? OB ir + Banu, 


vafeera= fda fas [af a fan fa EM cosa(e—¥) cos by —n) cost. 
0 0 0 — — © —7 
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de même pour 9, w. Cette déformation particulière peut donc croître 
sans limite proportionnellement au temps, si les vitesses initiales d’ac- 
croissement de wu, ¢, w ne sont pas rigoureusement nulles partout. 

Une réserve est toutefois nécessaire : ce déplacement ne reste pas 
fini à toute distance, ce n’est donc pas un déplacement virtuel à consi- 
dérer pour un milieu indéfini, mais seulement pour un milieu limité, 
quelle que soit sa forme d’ailleurs. 

Telle est la cause de la différence des deux résultats. 


Le système de déplacements et de vitesses virtuelles admissible doit 
rester fini, même à distance infinie pour un corps illimité, mais seulement 
dans l’intérieur du corps pour un corps limité. 


I] est d’ailleurs facile de s’assurer (') que tout système de déplace- 
ments dans un corps illimité résulte de la superposition d’ondes planes 


(1) Considérons en effet un déplacement U, et appliquons la formule de Fourier 


ou en développant l'intégrale triple par rapport à dé dx, dé, et désignant par Uii1, Uno, ... 
. des coefficients qui ne sont plus fonctions que de «, 8, y, 


Ui Cosax cos By cosy 3 + Uno cosax cosBy sin yz | 


v= fax fag fa | + Utes pee sin By cosy z + Use pose Las 
0 0 0 + Us; Sinax cos By cos yz + Unie sinax cos By sinyz | 


+ Usa sinax sinBy cos yz + Une sinax sinfy sinyz 


Le changement des variables «, 8, y en d’autres qui définissent la normale à une onde 
plane uniforme se fait très facilement, en considérant «, 8, y comme les coordonnées rec- 
tangulaires d’un point dont les coordonnées polaires sont À, 9, w; l'élément de volume, 
quand on intègre par rapport à ces dernières variables, est 


À? sin 0 d0 dd do. 
On a d’ailleurs, en prenant Ox pour axe polaire, 


a=Acosé, B=AsinOcose, = À sin sinv, 


PA 
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. 
uniformes convenablement choisies, d'amplitude finie lorsque les dé- 
placements sont finis, même à distance infinie. Concluons donc : 


La limite de stabilité d’un corps illimité est donnée par la considération 
des vitesses de propagation normale des ondes planes et uniformes qui 
deviennent nulles. 

La limite de stabilité du même corps pris en masse limitée de forme 
quelconque est donnée par la considération des déformations qui devien- 
nent indeterminées. 

Ces limites sont différentes, et la dernière généralement plus resserrée 
que la premiere. 


Travail mécanique des métaux. — Le travail des métaux par lami- 


et, en posant 


Uni A+ Ao+A3-+ Ay, Us = Bi —B:+ B3— B;, 
Utes = — A1+ As+ As — Ay, Un = Bi+B:— B3—B,, 
U2o1 = — Ay— Ap + As + Ay, Use = — B, + B.+ B3 — B,, 
Us12 = — Ar + Ag— Ag+ Ay, Uni= B,+B,+B;+B,, 


on peut écrire la parenthèse sous la forme 


A; cos(ax + By + 73) + B, sin(ax + By + yz), 

+ A2 coS(ax + By — yz) +B, sin(ax + By — yz), 

+ A; cos(ax — By + yz) +B; sin(ax — By +73), 

+ A, cos(az — By — yz)+ B, sin(ax — By — yz), 
2 


ge Ras T 
c’est-à-dire sous la forme de quatre ondes de période > ayant leurs normales dans les 


quatre trièdres droits autour de Ow positif. En étendant l'intégration à tout ce côté du 
plan Oyz; nous avons bien 


wla 


27 a) 
= f sin0 40 f° dy | [A cos(ax + By + y3) + Bsin(ax + By + yz)]à? dh 
0 0 v 


0 


et enfin 
via 


2 27 
Wir fi sin0 40 f° de F(x cos) + y sin0 cose + z sind sing). 
À 
A 


vps le a à * of" 
Les ondes F sont bien des ondes planes uniformes, orfentées en tous sens dans l'espace. 
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nage, étirage, martelage, exige que les forces mises en jeu par l’action 
continue des laminoirs, de la filière, ou l’action intermittente du mar- 
teau rendent indéterminée une déformation dans une partie au moins 
de l’épaisseur de la matière; l’indétermination s’étend d'ordinaire à 
toute l’épaisseur, ainsi qu'il résulte de l’étirage des fils à la Wollas- 
ton, du laminage des feuilles mixtes de plaqué. D'ailleurs, pour éviter 
la rupture, il faut que la déformation, qui devient indéterminée, soit 
indépendante de la dilatation cubique. 

De ces trois procédés, le martelage est évidemment le plus incertain. 
Dans le laminage et l’étirage, l’outil produit un état instable à défor- 
mation progressive, agit pendant un certain temps sur chaque portion 
de matière et cesse brusquement d’agir; la durée d’action assez longue 
permet de se contenter de la limite d’instabilité pour obtenir une dé- 
formation permanente notable. Dans le martelage, au contraire, pour 
que chaque choc produise, malgré sa très courte durée, une déforma- 


tion permanente appréciable, il faut dépasser notablement la limite 


d’instabilité, et il devient bien plus difficile d’éviter partout l’appari- 
tion des dilatations cubiques, causes de rupture totale, ouau moins d’une 
multitude de félures microscopiques et de l’énervement du métal. 


Rayure. Dureté. — Une pointe appuyée à la surface d’un corps peut, 
lorsque la pression est suffisante, rendre indéterminée une déformation 
particulière au voisinage immédiat de la surface de contact. II y aura 
alors pénétration de la pointe, avec formation d’un bourrelet latéral, 
si Ja dilatation cubique est indépendante de la déformation instable, et 
la pointe s’arrétera dès que l'accroissement de la surface de contact 
aura assez diminué les pressions locales pour que l’indétermination et 
l'instabilité cessent. Si la dilatation cubique dépend de la déformation 
indéterminée, la pointe produira des ruptures orientées suivant la 
forme de la pointe et la symétrie de la surface, et pour une pointe 
arrondie la pulvérisation d’une partie de la matière sous-jacente. On 
voit de suite que, sous une pointe arrondie, la pénétration se fera, en 
général, sans rupture ou avec rupture, suivant que le corps étudié est 
plastique ou fragile, c’est-à-dire suivant que les déformations indéter- 
minées, qui apparaissent le plus facilement, laissent hors de cause ou 


modifient la dilatation cubique. 


… où très avancés et pourront, je pen: 
“ dans ces Annales. Ave 


LU NI: 
2 


SUR UNE 


TRANSFORMATION DE MOUVEMENT, 


Par M. DAUTHEVILLE, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


M. Appell a montré dans un récent Mémoire (*) que les transfor- 


mations homographiques peuvent être appliquées avec avantage à 


diverses questions de Mécanique. A la fin de son Mémoire, M. Appell 
propose la généralisation suivante des résultats qu’il a obtenus. 
Soient les équations de Lagrange 


d oT oT ae. res dqi 7% . 
de (a) a 7 Doom ct) 


où T est une forme quadratique de g,,...,gq, avec des coefficients fonc- 
tions de g,, ..., gx, etoù Q,, ..., Q; dépendent seulement de g,, ..., qu. 
Trouver les transformations de la forme 


Bit Gas EME A) Cr ace KL), 
B= Gin Ge cs Re 


qui transforment ces équations en d’autres de la forme 


AN COS 0s TUE ; 
= i= Ds Ky 
dt, (57) ‘ieee aw eee ) 


où S désigne une forme quadratique de 7°, ..., 7, avec des coeffi- 

cients fonctions de 7,,..., 7, et où R,, ..., R, dépendent seulement 
‘y 

iE panera dae ” 


(1) De l'homographie en Mécanique, par M. Appell (American Journal of Mathematics, 
vol. XII, p.103). 
en 
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Nous nous proposons de considérer le cas du mouvement d’un point 
sur une surface (K = 2) et de montrer que les transformations cher- 
chées sont celles qui conservent les lignes géodésiques, ainsi que l’a 
prévu M. Appell. 


he 


Considérons deux surfaces S et S,, et faisons correspondre un point 
réel de la première à un point réel de la seconde. On sait, par un théo- 
reme dû à M. Tissot, qu’il existe sur la première un système orthogonal 
auquel correspond sur la seconde un système orthogonal. Rapportons 
les surfaces à ces deux systèmes orthogonaux. Soient 


ds? =E du? + G dv?, ds? — E, du? + G, dv? 


les expressions des éléments linéaires de S et S,. Considérons un point 
matériel, de masse égale à l'unité, dont le mouvement sur la surface S 
est déterminé par les équations 


(EC) era 


dt \ du' du dt 
{) | d'/dT\ aT À et 
| dt \ de! Pad a 
où 


2T—Eu + Ge", 


et où P, Q dépendent de u, » seulement. 

Considérons maintenant un second point, de masse égale à l'unité, 
en mouvement sur la surface S,, et imaginons que les coordonnées de 
ce point sont fonctions d’une nouvelle variable ¢,, liée à ¢ par l’équa- 
tion 
(2) dti =A(u, +) dt. 


Le mouvement du second point sera déterminé par les équations, 


t a 7) ALI P , aE 
| dt, (oa de et? ad Nose ati 
{ 


d Bey oT, * HU 
las (rt) ARE aie 


2T,=E,u?+ G,v’?. 
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La question que l’on se propose de résoudre se réduit à celle-ci : 
Est-il possible de déterminer la fonction À de manière que P, et Q, 
soient indépendants de wu’, et de ¢,? 

Des équations (1) et (3) on déduit 


Pp pee 1 OE x. OB 1 OG in 
(4) Gate a 2 du. Bo aya “son 
hou Leg pee 
CSE Fa a Qu ” 2 dv 
et : 
dus à is Ok, Note ROIs 
(5) |” her diy > du ag Ae i ve on 
5 
| 0Q,=G, oe UT u? + ou un Pi + - 96: p, 
\ dt, 2 ov du 2 dv 


On a maintenant 


Ci AU) Dep PACE, ©), 


du, du, Oh ede ‘ 
aia i, ails i i cere L 


de À de] af ah uv + oh 72 
AN NO Oy ; 


d’où l’on tire 


di, 


Ii 


- . du 
Remplaçant dans ces équations => > 


du, dv, 
(4), et portant dans (5) les valeurs ainsi obtenues pout a are 


(4 al bets 
—77_ par les valeurs déduites de 


on 
trouve finalement 


t= — Fagen en) 
Bi Sosa 
deere ac 

Qi Ge + GE ae 3 on) 


Coenen du 


(à 0G ~ 0G, _. G, x) 
: (3 0G tA G, =) 


2G dv 2 ov À de 


7 


a 
re Por i) i 7 
en exprimant a 


 équations is 


Gi 0G 0G, | Gy 0a _, 
C.due- du AO Te 
Gi 0G AVES 
2G dv 2 dv i Oe = 


Lu 
À 


Ces équations sont équivalentes aux suivantes : 


Î 


1 G du E du G, du Ep dun 
a QE 106 _ 2 JE, 1 Gy, 
Er Gide Co G, ov 


Les quatre dernières, étant indépendantes de À, sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que le problème proposé admette une 
solution. On reconnait dans ces conditions celles qui expriment que 
les lignes géodésiques se correspondent sur les deux surfaces considé- 
rées C1}. 
~ Si l’on suppose ces équations identiquement vérifiées, les deux pre- 
NS Le ee PE Us Cr Een 


(1) G. Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, WE Partie, P: 49. 
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7 
"mières donnent A. On en déduit, en effet, 


tf) E22 à EA 


Tete. on: | 
ou bien 
FE? EA 
ni = Wise Re 9 
E; à E, ta 


Va désignant une fonction de ¢, et U, une fonction de uw. Adoptons les 
notations employées par M. Darboux dans son Livre Sur la théorie géné- 
rale des surfaces (*). L’intégration des quatre dernières équations (6) 
donne 


pass V2 As U, 
= VU2’ À VU? 
De là 
U,\2 
NE = = a 2 
v=(q) =e 
K étant une constante. 
On a, par suite, 
5 Z - 
ee RU, vor 


VU 


La solution du problème est achevée, et l’on voit que les transfor- 
mations cherchées sont précisément celles qui permettent de repré- 
senter géodésiquement l’une des surfaces considérées sur l’autre. 


RE 


Considérons en particulier le cas où l’une des surfaces est un plan. 
Nous pourrons effectuer complètement les calculs et obtenir sous forme 
explicite les transformations que nous avons en vue. 


(1) Loe. cit. . 


as 


ay POUR 


© DAUTHEVILLE NAT EA 


 Soitun oo plan défini par les eee Wane 
y 


Li 2 : 
LC F ; d? a td - 
(me A EC = Y, 


1 
où æ, y désignent tee coordonnées cartésiennes rectangulaires- et ol 
l’on suppose que X, Y sont fonctions de x, y seulement. Considérons — 
une surface rapportée au systeme de coordonnées curvilignes formées 
par une famille de géodésiques et leurs trajectoires ONCE 
L'expression de l'élément linéaire est 


ds? = du? + C'ds?. 


Le mouvement sur la surface d’un point de masse égale à l’unité est 
déterminé par les équations | 


eer 

dt, \ du’ dit et 

(2) | d E32 oT _g 
dt, \ dv’ yea es 

aT = w+ Cie, 


où ¢, désigne le temps. 
Proposons-nous de trouver les transformations de la forme 


» 


(3) CARRE NUE Ge el dt, =A(u,e)dt, 


qui transforment les équations (1) en les pauabga (2), avec la condi- 
tion que P et Q soient indépendants de u', 0. 
On déduit de (2) 


|p bee inary LS 
(4) dt, Ou 

4 CCS D + aC alot + CL on 
: l 


L 
= xa Ou Of ae, + (PL 92 Dyn 


du Ot, ov dt, 0 du du 


——— Of _, A Of ., où of af où of 
Ml 2 9 
a + (or EE AT Lh do + (0 ee 
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dg du' do dv! 0? dh à 
M = pp DD Saas) on Pre 
Ou dt À dv dt, =) ( ou? Mi se) 


do OX Oo dd 09° 070 OA O 
2 Er 10e AR lol ROSES A a 09 ) 
Es (2 du dv “Re du BF es ov Je ‘ar ( Ov? OEE xe 


/ 


Portant dans (4) les valeurs de ie Fe fournies par ces équations, 
- 1 4 
on obtient les valeurs de P, Q en fonction de u, 9, u’, o’. En égalant à 
zéro les coefficients de w?, w'y’, v? dans P et Q, on a six équations 
pour déterminer /, 9 et A. On trouve ainsi, en posant, pour abréger 
Of 09 do of 
du ov du ov’ 


l'écriture, À = 


| 1 ff Og do Of 1 OA 

| À (Ga de du? x) LD he 
> .0°¢ 00 dv of 1 Oh 
Mee de ov duoe =. | Wee 

(52 do do de) c 2€ =. 


do dv? dv ou 


dv? dv Ov? de 
ORO 6000 fes) 
Ou Ou? OU Oi 
2 {df do dg Of BRON Me 2 70U 
A (5 dudv du du =) jou Cod 

; 1 / Of 070 do df 1 0A OCs 

CE Ov? | PORC du: 


(5) 


À de C dv 


: 
La quatrième équation s'intègre immédiatement et donne 


V et V, désignant deux fonctions de ¢. 

Imaginons que la famille de géodésiques qui intervient dans le sys- 
_ tème de coordonnées curvilignes auquel on rapporte la surface soit 
formée par les géodésiques passant par le point de la surface qui cor- 
respond à l’origine des coordonnées dans le plan. Alors à chaque va- 
leur de en correspond une de u pour laquelle on a identiquement 
f—=9=o. Il en résulte que V, est identiquement nulle et que l’on a 


| NAT 7 N 
ave . Cela posé, ves sème 


simples, 


Vet V étant les dérivées première et seconde de la fonction V. 
On intègre immédiatement les quatre dernières ee et l'on 
trouve. | 
V'29° 


C 2 U», 


V,, V, désignant des fonctions de ¢, et U,, U, des fonctions de u. Ces 
équations s’écrivent — 

00 1 do U, 4: vi : ons Dy. 

Levy PGs edu V, C UV,’ VC= +: 


Les deux dernières montrent que C doit être le produit d’une fonc- 
tion de w par une fonction de ¢. Posons donc 


C= a6, 


a désignant une fonction donnée de u et 8 une fonction donnée de ». 
On aura 

of ee Tine er 

Creeper TA Os E ery matte 


A, B désignant deux constantes. De la 


VA £a u, = AB, 


Tr A DATES de Le g (po ae F 4 F Fe ; 
in intégrant la dernière équation, on obtient 


__etoùS désigne une fonction de 6. “a ‘s 
: On voit par ce qui précède que le système (6) peut être remplacé par . | À 4 


te RS : 
| lesuivant, 


Éd : FE Nr < | a | : 


09 6 
Pr qe Va + 
a n'a) o> Uses 
coi * (52) yr 22 oe P9 
| ; dr Oot gs 
: TE yi 9 LRQ \ 
" du du du 
SR . — \ 
ou a — %, et tout se réduit à déterminer les fonctions V et S au moyen 
de la dernière équation (8). Remplacant 9 par sa valeur, on à 


(U a2 S)( RR’ V/— 2R'2V'— RR'V’) 
is oRRS V'+R'S VV RS V' = R2V' 6? U' aa’. 


cr — Ann. de L'Éc: Normale. 3° Série. Tome VII. — DÉCEMBRE 1890. el 


_ 


Pi 
2 c 
ear 
ie pres 
« z 
ve ; 
= : 
; £ i ar 
io = vi ~~ a 
7 De 
eZ LE oe en 
; IT Deg # 
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Différentiant par rapport à u, 
RR’V'— 2R?V'— RR'V" Uae’ + Uo? + U'oa” 
RV’ B? < U’ 


ou bien 
RR'V!— 2 R?V!— RR'V' 


R° Léice 


ae. de D, 


D étant une constante. 
L’équation devient alors 


ss] 1R2 IQ! I Nore. Ee Oe f 
DSRV’6*+ 2R vir Nas AALS OS 1 as 9 


D, étant une nouvelle constante. 
Par suite, si l’on pose 


| D = aa’ — a@':, 


(9) 
; | D; = Uaxa— DU, 


on aura, pour déterminer V et puis S, les équations 


(10) RR’ V!— 2R?V!— RR'V'— DR2V'6:— 0, 
te, DSRV'8? + 2R'S'V'+ RS/V'— RS’ V'— D, RV’B? =o. 


Si l’on différentie la première équation (9), on a 


aa” — x'x"— 0, 


ou bien, comme on le voit aisément, 


1 OC 
ares m = const, 


C du 


Cette quantité constante exprime la courbure totale de la surface, 


n ver le ca 
’on suppose courbure nulle, on a 


Cw 


Les équations (ro) et (11) deviennent 


3V"— a V'V'+ VE 0, 


Ree j S' +S =o. ri; | 2 
On en déduit 
ee V=Etang(e + F) + G, 
_ re oe Hsin Eee 


et ensuite ' 
vi ott en rae cos?) TP 
m(usinv) + n(u cos) +p 
É a (2) | ep. a m'(usine) + n'(ucosr) + p" 
f m(usinv)-+-n(wcosy) +p” 
> gs \ }=q[m(usinv) + n(ucosr) +p}F, 


m,n,p,.. étant des constantes. _— 


# ¥ a4 


74) G. DarBoux, oc sur la théorie générale des dore te II, p. 416. 
GE ee p. 46. 
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pre , en 
Si l’on suppose que la courbure est positive et égale à > on aura 


à ARRET: 
C?= a? sin? —; 
a 


Bt 
De là 
U= : ; 
a tang — 
D=—1, 
Di==o 


On trouve, pour déterminer V, S, les mêmes équations que dans le 
cas précédent, et l’on obtient finalement 


4 


à u 
ou (sine tang = )+ n' ( cose tang — a +p 


> 


o= 
m (sin v tang — 
a 


(13) { 


= 


tre cosy tang = ) Siw D 


a} See (cose tang — =) =. fa 
[72 
m! (sine tang “) Sy! ( cose tang — =| + p" 


u 
m (sin y tang — 
a 


eae , I 
Enfin, si la courbure vaut — = ona 
a 


U — à af > le 
ee a) 

pS 

D,=—: 


LEE > a 4 # 
L'équation en V est la même que dans les cas précédents, et l’équa- 
tion en $ est 


SUR UNE TRANSFORMATION DE MOUVEMENT. 379 


1 6 I 
S=Hsine + K cose + Pu 


et l’on trouve 


9 = ri ui = ak ’ 
et — e a ei e a 
mt u Lu sinv }+ 7 F u cos’ | +p 
/ et + e a et + e #4 
I Ar 
( 4) Le ub 1 uw 
ene a "1 nm 
7.0) Mae sine) En se cosy | + p' 
LS CALE 
er, Ca ON / ete “ 
I a bi Ae (7 u a 
FPE ae De Pr 
| m RE SN + nr at a COS ae 0) 
1 et+e a CEE a 


Telles sont les transformations que nous nous proposions d'obtenir. 
Dans le Chapitre que nous avons précédemment cité, M. Darboux 


donne les équations suivantes pour les lignes géodésiques : 
Aucose + Busine +C=0, L 


(72 6-5 
A tang — cose + B tang — sine + C= 9, 


. € 5 
A ———— cosy + B ——_—— sine + C=o0. 


, . ON [42 . ri 
Nous avons écrit dans les deux dernières = au lieu de uw, pour faire 


concorder les notations. L’éminent géomètre ajoute : 


« Si l’on représente la surface sur le plan en prenant pour les 
coordonnées rectangulaires æ et y du point du plan les coefficients 
de A et de B dans les équations précédentes, les lignes géodésiques 
de la surface correspondent aux droites du plan... Quand on a effectué 
une représentation de la surface considérée sur le plan, on les ob- 


equation soit oe ay 
get came oir 


(4) Les résultats contenus dans cette Note ont fait l'objet d'une PAU 1e. 
nous avons eu l'honneur de présenter à l'Académie des Sciences (séance du décembro | 
1890). t ; 


Le 
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s 
DU 


TERME DE DISPERSION DE BRIOT 


SUR LES : 


LOIS DE LA DOUBLE REFRACTION, 


Par M. E. CARVALLO, 


PROFESSEUR AU LYCEE SAINT-LOUIS. 


INTRODUCTION. 


1. En étudiant la dispersion de la lumière dans le spath d'Islande, 
j'ai rencontré des particularités dont les conséquences peuvent apporter 
d'importants documents sur la théorie de la lumière. Celle qui m'a 
paru le plus remarquable, et que je me propose d'approfondir surtout 
dans ce Mémoire, est relative au terme de Briot : elle permet de tran- 
cher entre l'hypothèse de Fresnel et celle de Mac-Cullagh et Neumann 
sur la position de la vibration lumineuse par rapport au plan de pola- 
risation d’un rayon polarisé rectilignement. 

Considérons un faisceau lumineux parallèle, réfléchi par le miroir M 
(fig. 1) et suivant le chemin SIR. Pour une incidence convenable, le 
rayon IR est polarisé : la vibration lumineuse est rectiligne, perpendi- 
eulaire au rayon; de plus, elle est ou dans le plan de polarisation, 
suivant a, ou perpendiculaire à ce plan, suivant.d. C'est une consé- 
quence mathématique de l’expérience de Fresnel et Arago, dans la- 
quelle deux rayons polarisés et sensiblement parallèles interférent si les 
plans de polarisation sont parallèles et n'interférent pas st ces plans sont 
perpendiculaires. 
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Tout le monde est d’accord sur ce point. Mais la vibration est-elle 
perpendiculaire au plan de polarisation, suivant l'hypothèse de 
Fresnel? Est-elle au contraire dans le plan de polarisation, comme le 


M 


veulent Mac Cullagh et Neumann? Telle est la grande et longue que- 
relle. 

« Il paraît difficile, dit Lamé, de décider par l'expérience laquelle 
de ces deux directions est la véritable; car, quelle que soit celle qu’on 
adopte, les deux rayons réfractés (dans un milieu biréfringent) sont 
polarisés à angle droit, et toutes les conséquences relatives à la polari- 
sation sont les mêmes. » 

En parlant ainsi, le célèbre physicien n’entend s'occuper que du 
terme principal de l’équation du mouvement lumineux. Je pense que 
la question peut au contraire être résolue par l’étude des termes de 
dispersion, et j'espère pousser la démonstration assez loin pour con- 
vaincre la généralité des physiciens et des géomètres en ne leur de- 
mandant que des choses admises par tous. Mais cette question m'a 
conduit à diverses recherches dont plusieurs ont été fructueuses et que 
je dois faire connaître, notamment sur les formules d’interpolation et 
les formules de dispersion, et sur les erreurs systématiques des me- 
sures goniométriques. Le Mémoire sera partagé en quatre Chapitres. 
Le premier traite des formules d’interpolation, préliminaire néces- 
saire au deuxième Chapitre; celui-ci, par l’étude des formules de dis- 
persion, pose les bases du troisième Chapitre, où l’on s'occupe de l'in- 
fluence de la dispersion sur les lois de la double réfraction. Enfin, le 
quatrième fournit le contrôle de la théorie par l'étude expérimentale 
dans le spath d'Islande. | 
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CHAPITRE I. 


FORMULES DINTERPOLATION ET DE DISPERSION. 


2. Une formule de dispersion est une relation à coefficients numé- 
riques applicable à une certaine étendue du spectre et qui lie l’indice 
de réfraction à la longueur d’onde. Dans la recherche d’une pareille 
formule, comme dans celle de toute formule d’interpolation, on ren- 
contre deux sortes de difficultés : c’est d’abord le choix de la forme 
analytique qu’on doit adopter; celle-ci dépend des idées théoriques 
particulières au sujet; j’en remets donc l’étude à un autre Chapitre 
et me contente de dire ici que, résultant d’un développement en série, 
la formule sera linéaire par rapport aux coefficients inconnus. La 
forme étant choisie, il s’agit de faire concourir toutes les observations, 
chacune avec le poids qui lui convient, à la détermination des coeffi- 
cients en nombre moindre que contient la formule. 

Deux méthodes principales sont usitées pour cet objet, celle de 
Cauchy inventée tout exprès pour ses études sur la dispersion, et celle 
de Legendre (méthode des moindres carrés). La deuxième seule est 
conforme au Calcul des Probabilités; néanmoins la première lui est 
généralement préférée, à cause des grands avantages pratiques qu'elle 
présente. 

La divergence des deux méthodes vient de ce que les formules de 
Cauchy, prises dans leur sens restreint, fixent d’une façon absolue, 
et différente de celle des moindres carrés, les combinaisons à faire des 
observations. J’ai pu heureusement leur donner une grande généra- 
lité. La souplesse qu’elles y gagnent permet de leur faire représenter 
telles combinaisons que l’on veut des observations, par suite de les 
adapter à la méthode des moindres carrés en conservant tous leurs 
avantages pratiques. 

Bien plus, elle permet de modifier, dans le cours des calculs, le 
poids d’une ou plusieurs observations. Ces modifications sont quelque- 
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fois nécessitées par une évaluation erronée de la précision des expé- 
riences; d’autres fois, elles simplifient les calculs sans leur faire perdre 
de leur exactitude; dans tous les cas, elles permettent de faire la part 
de ce que la méthode des moindres carrés présente d’utiles indications 
et de ce qu’elle offre de dangereuses illusions. 

J'exposerai la méthode de Cauchy, puis la généralisation et l’adap- 
tation de ses formules à la méthode des moindres carrés; enfin je pré- 
senterai quelques observations critiques sur les deux méthodes. 


§ I. — Méthode de Cauchy. 


3. Soit à déterminer les coefficients a, b, c, ... de la formule 
(1) y=au+bv+cw-..., 


dans laquelle des systèmes de valeurs simultanées des variables y, u, 
9, W,... peuvent être déterminés expérimentalement. A chaque ob- 
servation correspond une égalité telle que la précédente, de sorte que 
observation de rang z donne 


Yi au;+ bri+ wi; +... 


Généralement, le second membre de la formule (1) résulte d’un dé- 
veloppement en série, de sorte que les termes décroissent rapidement; 
cette remarque a conduit Cauchy à procéder par approximations suc- 
cessives. 

4. Première approximation. — Je suppose d’abord que les termes 
qui suivent le premier sont négligeables; alors les observations, au 
nombre de z, donnent, pour déterminer a, les égalités 


Vi AU, Ye — Al, sey Van —= ay. 


Je prends deux axes coordonnés Ox, Oy (fig. 2); je considère le 
point M,, qui a pour coordonnées OP, = u,, P,M, = y,, et je joins OM,. 


Le coefficient angulaire de OM, est Zt; c’est done la valeur qui résul- 
1 


terait pour a de la première des égalités (1). A chaque égalité répond 
de même une droite dont le coefficient angulaire est une détermination 


ee REY me 


as nl LAN ds: Si. ad d 


in i  Æ 
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de a. Si donc les observations étaient exactement concordantes, toutes 
ces droites coincideraient en direction; mais il n’en est pas générale- 
ment ainsi. La solution de Cauchy consiste à prendre la résultante 
OM (‘) des droites OM,, OM,, ..., OM, et à adopter pour valeur de 
l’inconnue a le coefficient angulaire de cette résultante OM. Pour ob- 
tenir celle-ci, il suffit, comme on sait, de joindre le point O au centre 


Fig. 2 
y M 
> 
va ¥** 
# : M, 
By 1 Ki 
* st 1 
. À \ 
4 0 F, E ZL 


de gravité G des points M,, M,, ..., M, et de porter sur la droite ob- 

tenue le segment OM = 7 0G. Reste à représenter l’écart entre l’obser- 

vation et le calcul. La valeur de y correspondante à wu, est, par la pre- 

miere observation, y, = P,M,; si j'appelle N, l'intersection de P,M, 

avec OM, la valeur correspondante à l’abscisse u, est au, — P,N,. 
L'écart entre l’observation et le calcul est donc 


P,M,— P,N,=N,M,. 


Cette explication géométrique, que j'ai cru devoir substituer à l’ex- 
position analytique de Cauchy, conduit aux conclusions suivantes : 

1° On reconnaît dans la solution adoptée une généralisation de la 
moyenne arithmétique ; G mérite bien le nom de point moyen, OG celui 
de direction moyenne; d’après une propriété des centres de gravité, la 
somme algébrique des écarts N,M,, N,M,,... est égale à zéro comme 
pour les moyennes arithmétiques. 

2° On doit supposer toutes les valeurs de u positives; si w,, par 
exemple, était négatif, on devrait, pour ne pas diminuer la précision du 
résultat, changer les signes des deux membres de la première égalité. 
Il suffit, pour s’en convaincre, d'imaginer le cas extreme où la somme 
u,+u,+...-+u, serait nulle. Le point M, qui aurait pour abscisse 


(1) La figure représente la construction pour deux points M;, Mp. 


cette somme nulle ne pourrait pas Le connaitre a 
cherchée. 
3° De ce qui précède résulte cette règle : 


_ Ajouter membre à membre les égalités 


(1) Lépine 3 Au, sey Jn— Un, 


¢ 


apres avoir ae les deux membres de chacune d’ elles par +1 ou —f, 
suivant que la valeur correspondante de u est positive ou négative. 


Vappelle ; Ya etu, les sommes obtenues dans le calcul de EE sm ~ 34 > 


(pour me servir d’une expression empruntée à la Mécanique) j elle LE 
valeurs résultantes des nombres y et des nombres wu affectés des LE à CR 


+1 où —1. L’équation ainsi formée pour le calcul de l’incon us a "== 
s’écrit ; 
(2) Ja Qa, 
‘ ; d’où l’on tire 
(A) eae: 


Les écarts entre l’observation et le calcul sont 


PAHO eee ee ARRET 
SEER TG eee Aya Ys Ua Us, ei? Anteater aie 
de 
. . » . 
Comme vérification des calculs numériques, la valeur résultante de 


ces différences doit être nulle; car elle a pour expression 


[ay }e= ( en ee Er Hein 


wr 


' . 


5. Deuxième approximation. — Ces écarts doivent presenter les ca- 
racteres d’erreurs accidentelles; s’il n’en est pas ainsi, c’est que-cer 
tains termes négligés doivent être rétablis, et l’équation (1) doit s’écrire, 
en introduisant par exemple le deuxième terme, 


(1) y = au + be. 


ror . a ony . . a . 
L'équation résultante (2) de la première approximation s’écrira 
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Je) 


(2) Va Ag+ beg. 


Je vais combiner les égalités (1) et (2) de manière à mettre en évi- 
dence les différences du premier ordre. Pour cela, je retranche membre 
à membre ces égalités après avoir multiplié les deux membres de (2) 


_ par = u; j'obtiens l’égalité 


(3 ee i ere 
) y oe LDC ui}: 


a 


que J'écris avec Cauchy 


(3') Ay = b Ar, 


en représentant d’une façon générale par AX la différence X — = u. 


a 


L'égalité (3’) écrite pour chacune des z observations fournit z nouvelles 
égalités ne renfermant plus que l’inconnue b et sur lesquelles j’opere 
comme dans la première approximation. Je les ajoute membre à membre 
apres avoir multiplié les deux membres de chacune d’elles par +1 ou 
— 1, suivant que la valeur correspondante de As est positive ou néga- 
tive. Je représente par l'indice 6 les valeurs résultantes fournies par 
les nouveaux poids et, au lieu de [Ay], par exemple, j'écris Ay,, ce qui 
ne risque pas d'apporter de confusion. 
J'obtiens ainsi, pour déterminer b, l'équation 


(4) Ay,—=bAr,s. 


Le système des équations (2) et (4) donne, pour les inconnues a 
et b de la deuxième approximation, les valeurs 


A 

Ce 
(B) bre Pa 

\ Ua Ua 


Les différences entre l’observation et le calcul s’obtiennent en écri- 
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vant, pour es n observ a 


Li 


Elles offrent les vérifications suivantes : | 


i. fats Aya, At y,=o. 
CPE | ar 


6. Troisiéme apptowimation. — Si ces différences ne présentent pas 
les caractères d'erreurs accidentelles, les égalités précédentes doivent 
s’écrire, en ajoutant un troisième terme, 


r - 


city) | y =au +be + cw, 
(2) ey Ya = Al + bq + CW, 
(3) 


(3) Ay — b Av + cAw, 
(4) | . Ay, = b Av, + chm. 


Multipliant les deux membres de l'égalité (4) par zy Av et retran- 


chant membre à membre de ¥ égalité (a j'obtiens la rate 
(5) Ay — Gt ho = 0 (Aw — FE Av), 

que j'écris, toujours avec Cauchy, 

(5!) WAT y = cA'#, 


Je forme cette égalité pour chacune des n A et j'en déduis, 
pour déterminer la seule inconnue restante c, l’équation résultante 


(6) Ay,= cu, 


Les équations résultantes (2), (4) et (6) déterminent les trois 
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inconnues a, 6, c. Il vient ainsi, pour les formules de résolution, 


__ My 
— Ay,” 
| Ay Aw 
(C) b — =e I. 2 . 
Avy Av, a + 
re Nagy, 1e ae thie 
Te Un Ug : 


oa 
* 

Les différences entre l’observation et la théorie s’obtiennent en écri- 
vant pour les x observations la formule 


My = My — 


2 
Ne A2. 
Mw, 


Elles offrent les vérifications 
ay = 0, AY, == 0, Aye— 0° 


Si ces différences ne présentent pas les caractères d'erreurs acciden- 
telles, on ajoute un terme aux équations précédentes et l’on continue 
ainsi de suite jusqu’à ce qu’on obtienne des différences qui satisfassent 
à cette condition. La loi de formation des diverses équations est d’ail- 
leurs mise en évidence; pour ne pas alourdir les explications suivantes, 
je supposerai la formule (x) limitée à trois termes. 


§ II. — Généralisation des formules de Cauchy. Adaptation de ces formules 
à la méthode des moindres carrés. 


‘7. Dans le but de donner plus de généralité aux formules, je rem- 
place les poids +1 et — 1 de Cauchy par des poids arbitraires; dès 
lors l’équation 


LE 


(a) Ya lat beat CWa (p. 10, pe 6) 


« « Ee : : Ln 
représente telle combinaison que l'on veut des x égalités (1). De 
méme,les équations (4) et (6) (p.10, n° 6) représentent telles autres 
combinaisons que l’on veut des égalités (3’) et (5’) et, par suite, des 
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égalités (1) d'où elles sont déduites. En conséquence, les formules (C) 
qu’on tire des équations (2), (4), (6) donnent les valeurs des in- 
connues qui résultent de trois combinaisons arbitraires des égalités 
(1); autrement dit, si l’on dispose convenablement des poids arbi- 
traires, on peut faire représenter aux formules (C) telles combinai- 
Sons que l’on veut des observations; ces formules renferment donc 
toutes les solutions imaginables et, en particulier, celle des moindres 
cafrés® 4 


8. Or voici cette solution : 

Multiplier les deux membres de chacune des égalités (1) par le 
multiplicateur w de a dans cette égalité et ajouter membre à membre 
les égalités obtenues; on aura une première équation résultante rela- 
tive à a. Former de même deux autres équations relatives à b et c 
à l’aide de poids égaux aux valeurs observées de # et w. Si je dé- 
signe par les indices a, b et c les valeurs résultantes formées de ces 
trois manières, les trois équations obtenues pour déterminer a, b, € 
s’écrivent | 


(a) Va= WUg+ bia+ CWa, 
(B) Jo aus + bey + cw, 
(7) Ye = aU, + bve + CH. 


Par cette solution, la somme des carrés des écarts entre l’observa- 
tion et le calcul est rendue minimum, et la probabilité de l’apparition 
simultanée de ces écarts, maximum. Je me contente de rappeler ces 
résultats bien connus. 


9. Pour ramener les équations (x, 8, y) aux formules de Cauchy 
généralisées, je tire a de la première et je porte la valeur obtenue 
dans les deux autres; il vient 


y ‘ Ww 
(a), a= — fo aye ath Ale 
La Ua Ua 
(B) ; Ja Va Wa à 
1 Yoo | — —b— —c— ) ut bv, + cs, à. ” 
he wy wy : 
set 
nd at | Va Wa *y 
(ys Ye= | — —b6— —c— ) u.t+ bp, + cw. 
Ua Ua ue | À 


PO 


ne 
# 


INFLUENCE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. S.13 


L’équation (B), s'écrit, en ordonnant par rapport a b ete, 


cs p (2 
Vo ui bles us hole ur). 
u Un ie 


a 


Or je remarque que y,— Yu, représente la différence 


We 


ett 
qui s’écrit avec les notations adoptées > Ay;v; ou encore Ay,. 


ht 


De cette facon, les équations (8),, (y), prennent la forme 


(B}2 | Ay,= bAv,+ cAw,, 
(Ye Ay. = bAv.+cAw,. 


Je tire bdel’équation (8), et je porte la valeur obtenue dans l’équa- 
tion (y),. J’obtiens de la même manière que dans la premiere substi- 
tution 


ae Ay, Aw, 
(B)s Ore i. SACS 
(y)s AP CA. 


D’après les formules (y);, (B);, («),, les formules de résolution 
sont, comme dans la méthode de Cauchy, 


/ ae Ary. 
REMIT 7e 
C MD — AY» c Aw, 
= = 2 
( ) Avy, Av, 
lig jte 
Cai. Ug Ua 


10. Le calcul se fera de même et présentera les mêmes vérifica- 
tions : il n’y aura de différence que dans la manière de former les va- 
leurs résultantes; mais cette différence est essentielle, car les poids 


dures par la méthode des Re és s 
Calcul des el mndis que les poids + + 


plus ETC ie wai is thethod de Cauchy si l'on ohne que | a 
poids, étant de simples coefficients de confiance, ne comportent pas i 
_ la précision assignée par la méthode des moindres carrés; que, par 
suite, il est naturel de les remplacer par des valeurs grossièrement © ‘oa 
approchées; ainsi le poids 5274 sera remplacé par 5ooo, de facon à pe | 
éviter usage des Tables de logarithmes. Je reviendrai sur ce point 
comme sur fete considérations théoriques; mais auparavant, je 
vais donner le Tableau des formules et deux applications nameless 


§ III. — Applications. 


11. Voici le Tableau des formules & employer : 


© Calcul des différences. 


Le approximation. Ay=y —2“u, | | | 
; Ua | 
2° approximation... Av =» — oe uy, Ay—=Ay — Aye Ae, 
Ud à 5 Av, 
3 Wes: nd Wa erty Bi Aw, Aty, 
3° approximation. . Neg as are 7 5 one ye) Ary =Aty— QE At, 


2° Verifications. — X représentant une quelconque des variables y, 
gk, ee, OND 


Xa Le AX, A°X 
. , rt À 
; AX, b x A? » 
. | de =AX,, AX,—0, E We A? J ‘ee 0, A: X, <= 05 
24 A’X, 
; Mi: Fe aw] = AX, A?X. =0,, = 


Cr 
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3° Calcul des coefficients. - 


47 
A, : 
Le Av, Aw, 
ha Av, Avy É 
ee iia Pa Va 
er Ua 1e 
| 4° Erreurs moyennes. — Les erreurs sur les observations de y sont 


i Ld , ey Q , , a 

données par les dernières différences formées. L'erreur sur y; étant »,, 

* l'erreur moyenne pour m équations à p inconnues est, comme on sait, 
4 


Ces formules sont aussi bien applicables aux deux méthodes; mais 

celle des moindres carrés permet en outre d'évaluer simplement les 
erreurs moyennes qui en résultent pour les valeurs des inconnues a, 

b, c, .... Ges erreurs sont données par les formules suivantes ('), où 

chaque lettre grecque représente l’erreur de la lettre romaine cor- 
respondante 


12. A titre d’exemple et dans un but de comparaison, je vais ap- 
pliquer les deux méthodes au calcul des formules de dispersion pour 
le rayon ordinaire du quartz. Les résultats seront d’ailleurs utilisés 


(*) Voir la démonstration de ces formules, n° 19. 


Me 


Ted 
.. ON ARS € UE a 
dans la suite. J’emploierai pour ces ca 
le Tableau suivant où la première ligne 
deuxième, la longueur d’onde à; la troisième, Pia d 
la quatrième, l’erreur moyenne €. 
ING ia, + 
0b,760 0  oë,71836  oë,68674  ob,65621 . oF, 588 91 
1,540 17 1,541 00 1,541 90 1,544 25 
+ o,4 06 NÉ eo Ho,6 


* 


= 


F Gi. h. i. ¢° or 
E * = 
ob, 526 go ob, 486 07 oF, 432 56 ob, 410 12 ot, 396 ’ % 
1,947 17 1,549 69 1,554 13 1,556 50. 1,558 16 Li “gi 
0, = 074 ” + 0,8 +o,7 = À à LA g 
: D | | ia 
Ces déterminations d’indices, dues à M. Macé de Lépinay('), ont 
été faites avec une très grande précision et m’ont paru mériter plus de 
confiance que les mesures faites antérieurement. J'ai adopté, pour 


la formule de dispersion, la forme (?) ~ 


1 
GRECE, 
nv 4 


dans laquelle z représente l’indice ; / = a est la longueur d'onde dans 

- 
M le cristal, quotient de la longueur d'onde dans le vide par l'indice; 
4/0. 6... sont les coefficients à déterminer, te valeurs de Fr, li 


se calculent facilement au moyen des données précédentes n et À. 

Elles représentent les valeurs de y, ¢, w des formules générales 

(n° 11). On doit faire ici w=1. Je donnerai d’abord le calcul par la 

méthode de Cauchy, puis le calcul par celle des moindres carrés; les 

Pa premières différences étant les mêmes dans les deux méthodes, jene 
> répéterai pas cette partie du calcul dans la deuxième. 


(1) Journal de Physique, avril 1887. 
(?) Voir plus loin, Chap. I, § L. 


4 
4 
x 
% 
2 
> 

d 

2 
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13. Voici le calcul d’une formule de dispersion pour le rayon ordi- 
naire du quartz, par la méthode de Cauchy : 


1° Calcul des differences. 


ee ay, 


Raies. =-° à 2 €. A2 3 
aies JO Ay. is A°} as Aw At 
A Seah 0,422101 + 4345 — 4191 + 154 — 153 + 1 
CETTE 0,421563 + 3807 — 3742 + 65 02 ne 

… NE 0,421109 + 3353 — 3349 + 4 — 4&4 0 
(LASER 0,420618 + 2862 — 2913 =r SE 1K — 6 
Done 0,419338 + 1582 — 1696 — 114 + 118 + 4 
Es... 0,417757 ai I = 128 = y 102 SF à 
Fm 0,416400 — 1356 + 1257 — 99 + 104 2 +5 
Gi... 05414025 — 3731 + 3721 — 10 + 5 — 5 
Ho 0,412764 — 4992 + 5063 + 71 — 65 + 6 
Here 0,411889 — 5871 + 5981 + 110 — 117 — 7 

ane. : 
ZT = 0,417756 Ay, =—28961 A°Ye=+ 805 
tla ¢ 
AYo _ = AYe 
ee 0, 0008979, Mur + 0,00480 
ACTE Av CET Aw. Han Av, Aw. 
Ap, 
AG.) © 45097 — 4,668 0,2440 “+0,1027 —0,0708 —+0,0319 
Gen 45007 — 4,168 0,2175 +0,0762 —0,0632 ++0,0130 
Die 57035 — 3,730 0,1986 +0,0573 —0,0565 +0, 0008 
CS Sa — 3,244 O,18II +0,0398 —o,0491 —0,0093 
DE On 870 — 1,889 0,1454 +0,0041 —0,0286 —0,02{5 
Bes. 5:62 — 0,143 0,1160 —0,0253 +0,0022 —o0,0275 
Feel), TOO + 1,400 0, 0984 —0,0429 <+0,0212 —0,0217 
G'.. 12,909 + 4,144 0,0775 —0,0638 —<+0,0627 —0,0011 
h 14,404 + 5,639 0, 0694 —0,0719 +0,0854 +0,0135 
H.. 15,426 + 6,661 0, 0648 —0,0765 -+0,1008 +0,0243 
a = 8,765 Avy= 32,254 —* =0,1413 Awy=—o, 4882 A? w= +0, 1676 
Ua Ua 
2° Calcul des coefficients. 
Ac i Avo oe eee = Ja ear / 2 
Repeats 0400 ve 0,0008979 ie = + 0,417756 
Aw, (2 : 
ee ey O00] ee re = + 0,007233 
44 
Cp = — 0,000678 
C = + 0,00480 b =— 0,0008252 a=+0,424311r 
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5.3 


1 Cas des di érences. — Les Lo po 
_plicateurs approchés que j'ai pers teur xe 


Raies. Ay. Poids. HIER | A yer 


en 0,67. 


A...... +0,004345 X —4,7  —4180 165 >< +3,4 


—+0,003807  —4 * 239733 74 
+0 ,003353 —3,7 . —3340 - 13 
+0,002862 —3 —2905 — 43 
+-0,001582 —2 —1692 110 
_+0,000001 0 —1198 127 
—0,001356 +1. +1254 102 
—0,003731 +4 +3711 20 
—0,004992  +5,6 +5050 58 
—0,005871 +6,7 +5965 : _ 94 
Ayp =—0, 143375 f 100 A2y¥¢=+1738 
1e 

Avy A 


Av. Poids. 


+1,5 
0 n 
oO 


ns 


TA 
—2,2 
oO 
St (10) 
+2,0 


+ AR ee + 4,668 <x —4,7 .+0,1027 —682 


=— 0,00089551, te = + 0,00470. 
[4 


Bw. 


Poids 


en 0,01. 


| +0,0345 X +3,4 
iL HSE sis _— 4,168 —4 +0 ,0762 —610 +0,0152 +1,5 
ae Beiter ss. — 3,730 —3,7 +0,0573 —545 +0, 0028 o 
nian CR — 3,244 —3 +0 ,0398 —474 ——0,0076 o 
ol DRE — 1,889 —2 +0,0041 —276 —0,0235 —2,3 
BP use — 0,143 0 —0,0253 — 21 —0,0274 —2,7 
HER + 1,400 +1 —0,0429 +205 —0,0224 —2,2 
(EAN RE + 4,144 +4 —0,0638 +606 —0, 0032, o 
WAS GES de ait + 5,639 +5,6 —0,0719 +824 +0,0105 +1,0 
Eee ees ne + 6,661 +6,7 —0,0765 +973 +0,0208 +2,0 
7 Av, = 160, 106 Aw, =—2,3404 100 A? a’, = +0 , 369) 
wt =— 0 ,014618. 
2° Calcul des coefficients a, b, c. 
A? : 
we = + 0,00470 ie = — 0,0008955 = = + 0,417756 
: — ox = + 0,0000687 eek re = + 0,007247 
Wa 
. —ce—=—o0 , 000664 
‘ Pa 
C=+0,00470 b = — 0,0008268 a =+ 0, 424339 
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3° Erreurs moyennes. — Je les évalue en unités du sixième chiffre 
décimal. : 


Raies. T° 
AB tent 9 
DR Jet er. 9 
De RES oO 
GE Sathana 49 
De o 
ER etre à 4 
HER Et 9 
Géo eee 25 P 
Lee canes 81 
Jot ape is = eae 16 
Er? = 202 e2= 99 Se EO 
ie 62 e2 


Il 
co 
© 
© 
© 
| 
© 
_ 
oo 
lI 
D 
© 


Y?= 8000 DR 0 a2= 309 
4 


gO Char 


En résumé, les résultats obtenus par la méthode des moindres 
carrés sont les suivants : 


= Ne 
=a 2, 4, 
C—=+ 0,004 70, b =— 0,0008268, a=+ 0,424 339. 
9 T4 Sed) 


Comme on va voir, ce calcul n’est pas absolument correct, parce 
qu’on n’a pas tenu compte de ce que l’auteur des mesures a fait con- 
naître l’erreur moyenne de chaque détermination. 


§ IV. — Cas de la précision variable; formules complémentaires. 


15. La solution précédente des moindres carrés suppose que toutes 
les observations ont été exécutées avec la même précision. Cette hy- 
pothèse, qui peut être quelquefois suffisamment vérifiée, est, dans 
certains cas, très contraire à la vérité. Je considère le cas de la préci- 


Te. +. 


sion variable qui a été traité par Gauss : 


_ soit la moyenne de plusieurs mesures de façon qu 
reur moyenne €, et, par suite, le poids h;= = de yi. 


> ia 


a 


. . te \ we ne oe, aay fren ae. 7 mie an 
La solution qui rend maximum la probabilité des écarts quien ré- 
7 sultent entre l'observation et le calcul est donnée par les équations 
: : | b 


a 3 


: @)' + Zhiu; X Yi axdhj,u; x< ly bEh;u; x + cEhu; X Wi, 


(8 i . Zh;v; X Yi aZh;v:; X Uj+ bie; *< 4 om cÈhivi x Mis 


(7)! Zhiw, x yi= aZh;w; x ut DEN WX + CE h;w, X Wi, 
‘ou les sommes X s'étendent de i =1 Ai =n. Ces équations peuvent 
s’écrire comme les équations a, f, y (n° 8). Les mêmes transforma- 
tions (n° 9) s’y appliquent et, par suite, aussi les formules défini- 
tives C (n° 9). Seulement X,, X,, X, représenteront, non plus Eu;X;, 
Lo;X;, Ew,X;, mais Lh,u;X;, Eh;v;X;, Eh;w,xX,. 


16. Tnéorème. — On peut, sans changer la valeur de la différence APX, 
intervertir l'ordre des lettres par rapport auxquelles sont prises les diffe- 
rences. — 


+ 


is Pour indiquer par la notation l’ordre de ces différences, je pose, 
X désignant une variable quelconque, | 


ess pie Ae cdl Rw eee oe ae 
Ue Pb 
(2) na Le AN DT 


[ Aa ° |» 


Je calcule AZ, X afin de vérifier que cette expression est symétrique 
par rapport au et 9, a et b. 
On a, d’après les notations, 


(3) | AX=X- 4, 


a 


et, par suite, ay 


| x I 
(4) [A,X ],= X,— rat ag luaXr— Xaus]. 
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On à de même, en remplaçant X par ¢, 


Pp I 
ME, [Aopen (uae vu). 
Ug Ug 


Portant ces valeurs dans l’expression de A’, X, il vient 


Pex Sta, ao Salt (ou). 


tae Ug Vp— Valls D 


Le coefficient du terme en u, dans cette expression, est 


XG. a Ug Xp— Xouy vie Pa Xp — 5 Xa 


Tee Uglp— Valls iy Ua Pb — Valls 
J obtiens ainsi 


es aL ae UNE US XE 
Don es Un Vb — Vaup 


S.21 


Cette expression est bien symétrique par rapport à wetv, a et b, et 


l’on a l'identité symbolique 


(9) A6 Aba 


Il en résulte plus généralement que la différence A’, est indépen- 


dante de l’ordre des indices. 


17. THÉORÈME. — Ona 
Sr. APX.APY= SAX. APY= NAY.APX. 


D. 


Les signes X& s'étendent aux valeurs de 1 an données à l'indice i qui a ete 


supprimé ici pour simplifier l'écriture. 
Je considère d’abord les différences du premier ordre. 
J'ai la suite d’égalités 


Daaxav=Sa(x- 


X 
u 


(£9 
a Ua 


=D ax(x— nu) = A Stu (¥— 7 u 


a 


Xe; Y 
=> HINEYEE (x Pa us) 


la 


6:53 


À 


| é + 
# CNE, BS sree ey, Oy aye ere ge eee 
et, en remarquant que le second terme de cette exp 


DhAX A Y=DRX AY. 
J'obtiens ainsi 
(6) Dh. A,X. A, Y= DAX.A,Y= DAY. AgX. 


iL a 
Jétends ensuite cette formule aux différences d’ordre plus élevé. a 
Je considère, par exemple, les différences du troisieme ordre. | 
J'ai la suite d’égalités 

Mh. A’, X.A3,,¥= Dh. A-(A2,X).A-(A2,Y), d'après les notations, 
= Dh. A?,X.A.(A2,Y), d’après Videntité (6), 
—Nh.A,(A,X).4,(A2.Y), d’après l'identité (5), 
= DAs AgX Ap (A2 Y), d’après l'identité (6), 
=Yh.A,X.A (AY), d’après l'identité (5). 


| J'applique encore une fois les identités (6) et (5). 
Ri. | J'obtiens, en définitive, la formule 


Dh, As,.X.A3,.¥ = UAX. As, Y. 


De même, le premier membre a aussi pour valeur LAY. Az,.X. 
C.4, tp. | 


« 18. Le second théorème (n° 17) montre que, pour calculer A?X,, 
ae par exemple, on peut appliquer aux A?X les masses AA? au lieu des 
Eee masses hw, ce qui est généralement plus avantageux pour le calcul ; 
car on évite ainsi des termes négatifs qui se présenteraient dans la 
somme Xhw A°X, tandis que tous les termes de la somme ZA. A?2w.A?X 7 


sont positifs. De plus, les coefficients se groupent mieux, de facon 
F qu'on peut souvent appliquer un coefficient moyen à la somme de plu- 
pon a . ° ow 
“4 sieurs A*X. Enfin ce mode de calcul se rapproche davantage de la 
e. méthode de Cauchy, ce qui facilite la comparaison des deux méthodes. 
a: Pour ces raisons, je l’ai appliqué dans l'exemple précédent (n° 14). 
om : ; 19. Voici un artifice basé sur le théorème précédent, et par lequel 
PE 
Dee 
ne. 
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on peut établir intuitivement les formules des erreurs moyennes sur 


a DNA ae A? 
les résultats. Soit à évaluer l’erreur du terme Ate . 
Cc 


On a, par l’application du théorème (n° 17), 


Ay, Yh. Aw. A? y 
Awe Dh (A? }? 


A y 


On reconnaît là l'expression de la moyenne des valeurs &: affectées 


des poids A(A*w)?. Le poids de la moyenne est donc 
D h(A?æœ)— Lew, 
, I 
et le carré de son erreur moyenne est =: 
D HY Cc 
On en conclut, pour les erreurs commises sur les quantités, 


2 » 
Aye pen de TA, UMA 


ER ae 
A’ w, Av, Ay, Ug Vie a 


Va Wa 
AC 


C= > 


les formules 


I 


2 9 9 

3 ; I , | Ame : I af %a\? É He 

1 : gids 2 = 2 LB ; 
Ÿ Mv, L Av, / ee , We : hy, i Ws 


. . a I . . . 
Je viens de traiter le cas où À = a est variable; s’il est constant, il 


se met en facteur dans l’expression du poids LA(A?w)? qui devient 


A2 }? AE à Aw, 
2(Atw)? ets’écrit, dans ce cas, avec les notations correspondantes, 
2 


re 
3 Ca 
On trouve ainsi les formules précédemment données (n° 11). 


20. Je vais maintenant justifier cette simplification par laquelle on 
remplace les poids exacts par des valeurs grossièrement approchées. 


é rf ul; ] 
Les multiplicateurs A;u;— 7 ne comportent pas une plus grande 


L 


i I . 
précision que les facteurs 5- Or, si l’on se reporte aux nombres de 


L 


M. Macé de Lépinay (n° 12), on voit que l’erreur relative de 5 monte au 


L 


: A : : : ‘ u; : 
moins à 0,1; il serait donc illusoire de calculer a avec une plus grande 
t 


tent Ilya plus: : si auton avait ( 

de ¢ ou, a fortiori, s’il n’avait fait qu’une mesun 

diation, on devrait, faute de mieux, supposer tous I te HAE 
ployer les multiplicateurs wu; comme je l'ai fait dans le caleul pre 


dent (n° 14). Ces poids sont erronés des facteurs 5 = dont les jae 


varient de 1 à 16. Quel intérêt y aurait-il alors à Rene par exemple, — 3 
le multiplicateur 5274 au lieu de 5000, quand ce multiplicateur peut 
être erroné de seize fois sa valeur? Ces remarques s'étendent à toutes 
les mesures, tout particulièrement aux observations astronomiques, 3 
où la précision des pointés dépend de tant de circonstances variables. 
‘ > aa Fee. 

21. Il me reste à calculer la perte de poids dont sont affectés les 
résultats par la substitution des valeurs approchées aux multiplica- 
teurs exacts. Soient deux déterminations a, et a, de poids p, et p,. 
Désignant par M la moyenne proprement dite et par P son poids, on 
aura F 

— M1 Pit AP: ms 

(2) M= are 2 P— p;+ po. 

Si, au lieu des poids p, et p,, on emploie pour multiplicateurs p, x, 
et p,%,, On aura une nouvelle moyenne 


Le : 
5 = QPL, + AyPoZa 


pe | itis 
ee 4, PIR TS | 
as À | etes + | 
: J'évalue le poids de cette détermination. L 
. ik . . u l . , 9° 4 , y 
; al successivement, le poids étant l’inverse du carré de l’erreur 
moyenne, 
Carré de lerreut: moyennetsur @, ....5.... M0, at ] 
Pa Pi 
a x | L 
ae | . alain idee Re —= (a 35) Sea 
| J ee ‘i 
: : J 
» LU ER See ee — (pate) = pri) 
Ps 
» A Py Li + A2 Pa Lo es... Pix? + Pari, 
” A Py LX + Ay Palo P1 Ti + por? 3 À 


sete eee 


Pi Pak, (P1 Ti + Pa Lo)? 


4 
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Jobtiens, pour la nouvelle moyenne, les formules 


A, Pi XH, + A Pa Lo Li + Pas)? 
D np ie ne em) 


Elles reproduisent les formules (1) quand on y remplace les x par 
l'unité. Je calcule l’accroissement AP = A/(x,, æ,) obtenu en augmen- 
tant de dx, et dx, ces valeurs égales à l'unité. J'écris, en bornant 
l’approximation au second ordre, 
A 
AP=df+ am . 
Je pose 
a X 2 2 airs 
Perd) => X= (pit1+ pate)”, Y=Pirti+ Pad; 
il vient 
df =daX .Y-!+X.dY-, 
of = ad? XX odX. dV Xx. da? YET, 
AX = 2 (py Xi + Pad) (P1 day + Pa ds), 
AX = 2(p,dx;+ p,dx,)’, 
AY =— 2( py xt + psxi) (p12, dr: + pit dx), 
Yi 4 py? + pet?) (Ds Li da, + Ps To At)? 
—2(Pr Xi + Pas) (p: dei + pi des). 


Faisant x, = x, — 1 et remplaçant p, + p, par P, il vient 


NP? 
Ok = IP (p, dt, psda2,), 
MX = 2(p,dzx,+ p.dz,)*; 
Ne bs 
aY-!=— 2P-?(p, da,+ pi dti), 
BY! GP (pi da, + pa dx,)?— 2P"(p, dxi + pa daz) 


et, en portant ces valeurs dans les expressions de dfet de d*/, 


df =2P(p,da,+ pidæ:) P~'— P*. 2P (pdx, + p:dæ:), 
@? f=2(p,dx,+ p2,dx,)? P1+2.2P (p,dz,+ p,dz,) [—2P-?(pydz, + p:dx;)] 
+ P?[4P-§(p, day + pa das) — 2P~* (py dat +p; dxs)]. 
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We. 
- L 


‘ 


A Se " 


, 4 


j'obtiens, én definitive, MONTRES A0 
Cho 


1 in 
Fe | D, AX»)? , .? Me APT te die 
df =o, 1af=— CAR (Pi dx} + ps di). is 


+ 
. 


Par ces formules, on vérifie bien que la moyenne M a le poids maxi- 


mum; on en déduit, pour la perte relative de ce poids, 


: 2 2 yee 
(3) —~F=(4 fesse) Pees po oa Be 


De plus, dans l'évaluation approchée du poids, on remplace ce poids 
P—p, + p, par une valeur erronée justement de p, dx, +p, dx». 
L'erreur relative de cette évaluation est 


AL; + p,dx, 
(4) PC Re 


Il importe en premiere ligne que cette erreur ne dépasse pas la li- 


mite qu'on s'impose pour l'évaluation du poids, par exemple 55. Un | 
coup d’œil suffit pour réaliser cette condition. Dès lors les termes 


de la formule (3) sont négligeables devant le terme (4), et l’on sera 
certain que l’inexactitude du calcul n’entraine pas sur le poids même 
du résultat ni sur son évaluation une erreur #elative égale à ,4. Ces 
erreurs sont bien inférieures, comme je l'ai expliqué, à erreur im- 
posée par la nature même de la question. 

Pour simplifier, j'ai considéré seulement la moyenne de deux dé- 
terminations; mais, quel que soit leur nombre, la démonstration sub- 
siste, et le problème général de l’interpolation se ramène par mes 
formules à des questions de moyennes. ; 


22. Comme application, je traite par la méthode de Gauss le pro- 
blème précédemment traité par la méthode de Cauchy; seulement, 
pour simplifier les calculs, je prends pour inconnues les corrections a’, 
b', ce’ qu’il faut porter aux résultats fournis par la méthode de Cauchy 


(n°13). De cette façon, y représentera non plus =) mais la difference | 


, , I 
entre la valeur calculée et la valeur observée de a Les valeurs de 


cette différence sont empruntées à la colonne A*y (n° 13); celles de ¢ 


+ leur sont sensiblement pro- 


| nn Il re pour avoir ee erreurs moyennes sur les résul- 
ts, de multiplier les valeurs trouvées pour &, 8, + par la valeur ab- 


a, . 
solue de = qui est = 


eae ere des di, erences. 


ee Ay. Ay) 
0,8 1,6 +1 + 1,6 —1,8 +10,8 +0,6 — 1,2 — 6,0 +1,7 +0, See af 
eae, 2 HS 18,7 er 0y2 (—~452) 055, F6, 7) 9,8 +0,7 +I 
0,6 2,8 0 RE RER NT nda OR Og! —2 Er 
0,8 1,6 6 — 09 » 4 —8,8 +35,2 0 — 8,4 je 8,4 —0,4 = 9 % 
Cometh EIS 1,20 09,006 0,20 + 154 18,4 —1,2 o 
0,4 6,2 +5 +31,2 +2,2 + 8,9 —o,1 + 2,1 —27,3  —1,2 +1 ; 
DC 2 0 33153, 2,2 30 0,4 1,8 12:06 —0,7-#"T de 
0,3 1,6 —5-— 7,8 7,8: —62,4 —0,8 — 8,6 —17,2 +o0o,7 —8 “a 
0,7 2,0 +6 +12,2 +3,2 +41,6 —1,0 + 2,2 +13,2 1,7 +4 
Of 7 0 CE On A eal 2 51150) TT, 0 2,4 =) ; 
Ug=+31,3 -Ya—+86,4 Ay, =+50,0 too A? Ye =—55,3 . | + 
CADRE Bye Ags ee 
AS no Dao eves 0,16 ree 55,4 ; 
Raies le hye. Av h Av Av. 
; PS OSCAR HAL 6,4 —3,9 — 6 + 23,4 
; d CRE Re 4,6 29,7 La —21 + 71,4 
5 13) eacene Sean 540 13,9 _—3,0 — 8 + 24,0 
ee 3 eee eee) 8,6 —2,5 — 4 + 10,0 
Det 6,9 19,2 —1, 1 — 3 + 3,3 
- 10 ae ae 8,6 53 +0,6 + 4 + 2,4 
RARE 10,2 63,7 +2, , 2 +14 + 30,8 
Girne. ru oe e120 30,2 | +4,9 + 8 + 39,2 
Tee eens Use 14,4 29,4 +6, 4 +13 + 83,2 
: < HE Root DST 7,4 + 3 + 22,2 
a ; = %q=+249,1 Av, = +309,9 
D va ES a Z ‘ 
£ Ua oy 
a ’ Ss a 
77 LT. 
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Raies. 


es 
a... 
B.. 
Cee 
Dee 
ES 
F.. 
Ge 
Laks 
HE 


w= P. hw. 
0,244 0,390 
0,217 1,348 
0,199 0,557 
0,181 0,290 
0,145 0,406 
O0 11010710 
0,098 0,607 
0,077 0,124 
0,069 0,138 
0,065 0,020 

Wa— 4,599 


WwW 
— = +0,147 
Ua 


+-0 ,034 
—0 ,002 
—0,031 
—0,049 
—0,070 
—0,078 
—0,082 
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Aw, == a Aus Aw h A w. 
°h 
—0,582 —0,066 -+0,031 +0,05 
—1,470 —0,057 <+0,013 +0,08 
—0,416 —0,051 -+0,001 0,00 
—0,136 —0,042 —0,008 —0,01 
—o0,006 —0,019 —0,021 —0,06 
—0,124 +0,010 —0,021 —o,13 
—0,686 <+o,037 —0o,012 —0,07 
—0,560 +0,083 +0,013 +0,02 
—1,014 +0,108 +0,030 +0,06 
—0,246 +0,125 +0,043 -+0,01 


Aw, =—5,240 


Aw, 


Avy 


= —0,0169 


A, 
X 100. 


+0,15 
+0, 104 

0,000 
+0, 008 
+0, 126 
+0,273 
+0,084 
+0,026 
+0,180 
+0,043 


100 A? Ww, = +0,999 


2° Calcul des coefficients et des erreurs moyennes. 


A2Ye 
Fons 
c'=— 55 
+ 0,004800 
C—+0,004745 
25:55 
I — 
Ma, IOI 
y?= 101 


b 


rep =-+0,16 
AW, 
! — 
c vm — 0,98 


b'=— 0,82 
— 0,0008252 


= — 0,0008260 
+10 


= 0,003 


Aw, \? 
St), 0,029 


TT 
19 
il 
© 
© 
ioe 


as =+ 2,76 
Ua 
th US er 0 
Ua ; 
w 
_çc— = + 8,08 
7 
a a’=-+ 4,32 
0, 424311 
a = 0,424315 
OT 
J 9 
— — 0,03 


— 


2 
. 
Ë 
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§ V. — Remarques critiques sur les trois méthodes. 


23. Voici le résumé des valeurs que nous avons obtenues pour les 
coefficients a, b, cde la formule de dispersion y =a + bl? + cl et la . 
Comparaison des nombres calculés aux observations de M. Mouton (') 
pour les radiations calorifiques : 


Quartz, rayon ordinaire. 


a. : b. Cs 
(1) Cayenne oes. 8s +0, 424311 —-0 ,0008252 4-0, 00480 
(2) Moindres carrés ... +0,424339 —o, 0008268 -+0, 00470 
Et 14 +9 
(3) CS en het +0,424315 —0 ,0008260 +0,00475 
AE N | Io tai 
— obs. — cale. 
ne | nr 
us s nape WEES 
À. n. 7x observe. (1). (. (3). 
LF 
DAS RSS PE 1,5191 0,43334 — 14 + 8 — 3 
25e CRE 1,5247 0,43016 = D +10 + 5 
PO memes 1 ,5289 0,42780 10 +15 14 
OBS en sue 1,5338 0,42507 + 3 +7 + 6 
CORD D eee Bae Or 1,537 0 , 42325 —12 —12  —10 


Je ne fais pas la même comparaison pour les radiations ultra-vio- 
lettes, parce qu’elle serait peu significative : on verra, en effet, que ces 
radiations sont affectées d'un nouveau terme de dispersion. 

Voici, d’autre part, les résultats de calculs faits pour le rayon 
extraordinaire par les trois méthodes et dont j'épargnerai la reproduc- 
tion au lecteur. On remarquera que la méthode de Cauchy et celle de 
Gauss ont donné le même résultat. 


Quartz, rayon extraordinaire. 


a. b. Ge 
(1) Cauchy et Gauss... -+0,419507 —0, 0008295 +0, 00484 
Sei Seats] 6 
(2) Moindres carrés.... -+0,419494 —o0,0008288 +0,00489 
JO Sih 7 


(1) Comptes rendus des séances de l’ Académie des Seiences, t. LXXXVIIL, p. 967, 1078, 
1189; 1879. 


ï a 
— observé. 
et TS 


0, 42842 
0 42524 
0, 422.92 
0,42018 
0, 41839 


24. Je constate sur ces nombres les faits suivants : 


1° Rayon ordinaire. — La formule (3) de Gauss est la plus conforme 


aux observations de M. Mouton; les formules (1) de Cauchy et (2) des 


moindres carrés s’en écartent également de part et d'autre. 


2° Rayon extraordinaire. — La formule (1) que concordent à donner 


les deux méthodes de Cauchy et de Gauss est nettement meilleure que — 


la formule (2) des moindres carrés. 
Pour les deux rayons, les écarts entre les observations de M. Mou- 


ton et les formules (1) présentent une uniformité remarquable : : il ne 


serait pas impossible qu'il y eût, sur les radiations extrêmes, A= 2",14 
et À — 0Ÿ,88, des erreurs systématiques voisines de — 14 et — 12; 
cela est assez vraisemblable aux extrémités du champ observable par 
la pile thermo-électrique; j'en ai moi-même constaté l'existence quand 
on met l’écran trop pres de la pile. Je vais exposer d’autres remarques 
basées sur la comparaison des erreurs probables de chaque détermina- 
tion. 


25. Voici le Tableau des erreurs probables données par M. Macé de 


_ Lépinay : 
REGIAWOD > tia, eau es A a B C D E F G' h H 
Rayon ordinaire...... 058.00: 2,6% 0,8 0,6. 6,4 -.0,4. » 0,8 or rie 
i, extraordinaire... tas 0,9 0,7 M 1,0-00,5 0,8 045 7) «O55 ae OaA 


Le hasard n’a-t-il pas une grosse part dans la détermination de ces 
erreurs? Pourquoi l'indice de la raie H a-t-il pour erreurs moyennes 
1,7 eto, 4? Aucune raison ne permet de penser que les pointés ont été 
quatre fois plus précis pour le rayon extraordinaire que pour le rayon 
ordinaire, alors que les pointés de la raie a@ auraient été deux fois 


VE —~ 
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moins précis dans le premier cas que dans le second. La méthode de 
Gauss commande d’affecter les observations de poids inversement pro- 
portionnels aux carrés de ces nombres si incertains. Quel joueur con- 
sentirait à mettre ainsi des enjeux proportionnels aux carrés de nom- 
bres dont les rapports peuvent être erronés de huit fois leurs valeurs? Ce 
serait jouer trop gros jeu. Faut-il donc attribuer la variation des erreurs 
au simple hasard et considérer les observations comme formant une 
seule série de même erreur moyenne? C’est la méthode des moindres 
carrés que commande alors le calcul des probabilités. Les résultats 
nous avertissent que cette solution est la plus zmprudente des trois. En 
voici la cause : 

Malgré les contradictions signalées, le Tableau précédent donne à 
penser que les observations extrêmes (A et H) sont les moins précises. 
Or c’est a ces observations extrémes que la méthode attribue le poids 
prépondérant dans le calcul de b et c. Ces difficultés d’ordre purement 
pratique se reproduisent sans doute dans toutes les questions. La pré- 
cision des observations n’est-elle pas toujours variable et d’une facon 
à peu près inconnue? N’est-elle pas plus faible pour les éléments 
extrêmes que nos sens et nos instruments puissent atteindre? S'il en 
est ainsi, la méthode des moindres carrés n’est jamais applicable; celle 
de Gauss l’est seulement si l’on connaît la précision des diverses dé- 
terminations qui doivent, pour cela, résulter d’un grand nombre de 
mesures. 


26. Il y a plus. Imaginons le cas idéal supposé par la théorie : un 
observateur habile, nullement impressionnable, a observé un phéno- 
mène toujours aussi net, débarrassé de toute erreur systématique, 
avec un instrument connu, d’un régime parfaitement régulier. La so- 
lution da plus probable est, d’après la théorie, celle qui rend minimum 
la somme des carrés des erreurs accidentelles. 

Gray ais Nous devons signaler d’abord une différence essentielle 
entre la valeur la plus probable et la meilleure valeur à adopter. » 
Ainsi s'exprime M. Bertrand dans son admirable Calcul des probabi- 
lites (*). Voici le développement de cette pensée : « La valeur la plus 


(1) Page 176. 
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probable est celle dont la probabilité est la plus grande. Peu importent 
les autres. Elles doivent toutes cependant diriger le choix à faire. S'il 
est utile d'accroître la probabilité des petites erreurs, il est désirable 
aussi de diminuer celle des grandes. S’attacher seulement à choisir la 
valeur la plus probable, c'est imiter le joueur qui, pouvant espérer 
un grand nombre de gains différents et craindre un grand nombre de 
pertes, prendrait ses décisions de manière à accroître la chance de 
gagner le gros lot sans aucunement se soucier des autres. 

» En disant : « En présence de plusieurs mesures d’une même 
» grandeur, le parti le meilleur est d'adopter la moyenne », et « la 
» moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus probable », 
on énonce deux propositions différentes. On a eu tort de les con- 
fondre. » 

Cela est incontestable. La deuxième proposition qui est le fonde- 
ment de la théorie des moindres carrés de Gauss est-elle bien cer- 
taine? La solution la plus probable a-t-elle même une existence objec- 
tive? Il y a bien lieu d’en douter : la probabilité d’un écart déterminé 
dans un système de mesures de précision connue peut être définie et 
calculée en admettant la loi des écarts de Gauss. C’est une approxi- 
mation très satisfaisante. Mais les mesures une fois faites, les erreurs 
sont déterminées quoique inconnues; on n’a pas d'action sur elles. Les 
valeurs des inconnues sont aussi déterminées; elles ont une existence 
certaine et non probable. La solution la plus probable, s’il est permis 
d'employer une pareille expression, est celle qui répond aux valeurs 
véritables des inconnues, et il y a tout à parier que ces valeurs ne 
rendent pas minimum la somme des carrés des écarts. J'admets que 
ces objections sont rejetées. La solution la plus probable a une exis- 
tence réelle; est-elle la plus prudente à adopter? Pas plus que d’ « ac- 
croître la chance de gagner le gros lot sans aucunement se soucier des 
autres », Sans se soucier non plus des pertes possibles. 

Le premier énoncé, plus vague que le second, est une indication du 
bon sens : il n’a pas de prétention scientifique. Par mesure de simple 
prudence, on adopte pour la grandeur mesurée la valeur qui laisse la 
même masse d'écarts de part et d'autre. Ce principe de prudence est 


rigoureusement conservé dans la méthode de Cauchy; il est violé dans 
celle des moindres carrés. 


PE 
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27. Soit à déterminer, en effet, le coefficient angulaire a de la droite 
(1) y = au. 


Pour diverses valeurs exactes de u, on a mesuré les valeurs ap- 
prochées de l’ordonnée y avec la même précision. Le premier principe 
des moyennes est exactement applicable; la prudence commande 
d'adopter la valeur de a qui laisse la même masse d’écarts de y dans 
les deux sens. D’après la méthode des moindres carrés, on doit at- 
tacher un plus grand poids aux plus grandes valeurs de y et déplacer 
la droite fournie par la méthode de Cauchy, pour la rapprocher des 
points de grande abscisse qui prennent ainsi une influence prépon- 
dérante. N'est-ce pas supposer que le hasard change la loi des écarts 
quand y cesse d’être fixe pour devenir variable? Les plus grandes va- 
leurs de y seraient-elles sujettes aux plus petites erreurs absolues? 
Si le hasard a voulu que la plus grande valeur de y soit la plus er- 
ronée, la valeur de a sera fortement viciée par cette détermination à 
laquelle on a attribué l’influence prépondérante. 


28. Voici une autre considération d’un ordre purement arithmé- 
tique : en ajoutant membre à membre les égalités telles que (1), 
comme dans la méthode de Cauchy, on a de grandes chances pour que 
les erreurs, indifféremment positives ou négatives, se détruisent en 
grande partie. Multiplions au contraire les deux membres de chaque 
équation par la valeur de w correspondante, comme dans la méthode des 
moindres carrés : les erreurs des premiers membres deviendront tout à 
fait inégales, et cela d’une façon systématique, les plus grandes répon- 
dant aux plus grandes valeurs de w. Elles ne se réduiront done que si 
les plus grandes valeurs de wu sont voisines et nombreuses. Quant aux 
valeurs plus petites, autant vaudrait les supprimer, tant elles ont peu 
d’influence sur le calcul. 

Cette dernière considération conduit à l’extension naturelle de la 
méthode de Cauchy au cas où la précision des observations est va- 
riable : si l’on estime, par exemple, que les mesures de l'indice » sont 
affectées d'erreurs dix fois plus fortes pour les radiations calori- 
fiques que pour les radiations lumineuses, on les affectera d’un coeffi- 
cient dix fois plus faible, et non cent fois plus faible comme le veut la 
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méthode des moindres carrés. Les erreurs qui s’ajoutent seront ainsi 
de même ordre et offriront de grandes chances de réduction. 


CHAPITRE IE 


FORMULES DE DISPERSION. 


§ I. — Choix de la formule. 


29. Une formule de dispersion est une relation entre l’indice de ré- 
fraction et la longueur d’onde. De nombreuses formules ont été pro- 
posées, résultant de théories dont les principales sont dues à Cauchy, 
Briot, von Helmholtz. M.Kettelerles a discutées dans un Mémoire publié 
en 1887 ('). De toutes ces formes, plusieurs sont à rejeter comme con- 
traires à l’expérience; les théories correspondantes sont au moins in- 
complètes. D’autres sont acceptables à peu pres également; c’est un 
argument en faveur des théories qui y conduisent, mais non une preuve 
de leur exactitude. Ne peut-on pas suivre une marche inverse : se dé- 
gager d’hypotheses rendues peu vraisemblables par leur précision 
même et chercher une formule de dispersion en se basant sur les faits 
ets’aidant seulement d'idées générales communes à toutes les théories? 
puis tirer de cette formule, en quelque sorte expérimentale, des con- 
séquences théoriques? Tel est le but que je me propose. 


30. Pour simplifier les écritures, je considère une onde plane po- 
larisée rectilignement dans un milieu isotrope très peu absorbant. L’élon- 
gation n’a qu’une composante §; celle-ci dépend du temps ¢ et d’une 
seule coordonnée x normale au plan d'onde; enfin les trois équations 
générales du mouvement lumineux se réduisent à une seule. Dans ces 


(1) WIEDEMANN, Annalen der Physik und Chemie, Band 30. 
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conditions, le principe généralement admis (au moins comme approxi- 
mation) est celui-ci : 


L'équation du mouvement lumineux est linéaire, à coefficients constants 


relativement à t et x, et cette équation réduite à ses termes principaux de- 
vient 


PE dE 
(1) dt Bae 


qui est l’équation du mouvement dans le vide. 


Cet énoncé est conforme à toutes les théories, même à celle de 
Helmholtz quand on suppose l'absorption très faible : cela suffit. Cepen- 
dant quelques points de cet énoncé ne constituent pas des hypothèses, 
mais sont l'expression ou la conséquence des faits : l'équation est li- 
néaire, c’est la conséquence nécessaire des phénomènes d’interférence ; 
dire que les coefficients sont indépendants de ¢ et x, c’est exprimer 
que le milieu est homogène et dans un état permanent. 


31. Soient, pour une radiation déterminée, n, T, A, / l’indice de ré- 
fraction, la période vibratoire, les longueurs d’onde dans le vide et 
dans le milieu. On a, pour cette radiation, 


OT X 2 t A 
(2) u = Sin — muni l—=—;, 


o étant la phase. 
Je porte cette valeur de w dans l’équation simplifiée (1). Multipliant 


2 


: . P l 
les deux membres de l’équation obtenue par Ga Ot remarquant que 7; 


est le carré de la vitesse de propagation 9”, il vient »? = A. D/ailleurs, 
l'indice de réfraction est le rapport des vitesses de la lumière dans le 
milieu et dans le vide; je suis ainsi conduit à diviser les deux mem- 
bres par V?, carré de la vitesse dans le vide. 

Jobtiens ainsi, en désignant para le rapport de A au carré de la vi- 
tesse de la lumière dans le vide, 


(3) — = 
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Maintenant j’introduis dans l'équation différentielle (1) une dériwée 
, ‘ dPu 

d'ordre pair KR 
La valeur de w portée dans l'équation (1) donne, pour ce terme, 


CE 
Kg 4 


| AE Mg eine eae : 
celui-ci, multiplié par Taig? Puis divisé par V?, devient 


: 
Kore oct Co ar 


je remplace T et Z par leurs valeurs 


il vient : 


Kat) AT ne ko Ve Vo K (P28 VERS hae 7e, 


terme en A~?*+?n?-? dont le coefficient = K(27} ?V' ? ne diffère de 
K que par le facteur connu (27)? ?V"?. 

Il en résulte, dans la formule de dispersion, un terme en \XP*?nt?, 

Je ne supposerai pas qu’on puisse introduire dans l’équation (1) de 
termes d'ordre impair: ces termes sont incompatibles avec la propaga- 
tion inaltérée d’une vibration rectiligne de période quelconque; ils 
donnent des phénomènes, tels que l’absorption et la polarisation rota- 
toire. 


32. La méthode que nous avons suivie permet d’énoncer la réci- 
proque de la proposition précédente, puisqu’a chaque terme de l’équa- 
tion différentielle correspond un terme de la formule de dispersion : 


Si l’on est certain que la formule de dispersion prise sous la forme 


I 
> a+... 
nr 


contient un terme en hP** nt, on peut affirmer que l'équation différen- 
dPu 


tielle contient un terme en —-—— - 
dx’ dt" 
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Le coefficient de ce terme pourra méme étre calculé au moyen du 
coefficient correspondant de la formule de dispersion. 

Quand on cherche expérimentalement quel terme on doit introduire 
dans la formule de dispersion, on peut bien hésiter sur l’exposant de 
n, mais non sur celui qu’il faut attribuer à À dont la variation est beau- 
coup plus rapide. Un terme en À? s’impose, et l’on peut hésiter seu- 


lement entre les formes A~?n?, A~?7n, ..., A-?n-?, lesquelles répondent 
d'u d'u d'u ; 

dee? STE Os) ade D’autre part, 
l'étude des radiations calorifiques montre la nécessité d’un terme en 
À?. Celui-ci répond à une dérivée d’ordre zéro, c’est-à-dire à un terme 
en u; il n’y a donc pas à hésiter ici : ce terme est nécessairement de la 


forme 


aux dérivées du quatrième ordre 


chn-2— cl. 


C’est le terme de Briot, qui a été contesté tant qu’on s’est borné au 
spectre visible. La nécessité de ce terme a été démontrée pour la pre- 
mière fois par M. Mouton (‘), et cela de la façon la plus complète. Elle 
a été confirmée ensuite par les expériences de M. Langley (*) sur le 
sel gemme, comme je l’ai montré (°). 


33. Ces considérations sont subordonnées seulement à l'hypothèse 
précédente (n° 30) qu’il semble bien difficile de contester. Elles jus- 
tifient le choix d’une formule de la forme 


De plus, pour les radiations calorifiques et les grandes valeurs de A, 
elles conduisent, comme on vient de voir, à prendre pour variable /?. 
Pour les valeurs petites de À (radiations ultra-violettes), on peut 
prendre pour variable A~? ou {?; mais le choix précédent de /” conduit 
à choisir /-?. 

D'ailleurs, il paraît assez naturel de prendre la longueur d'onde dans 


(1) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 1. LXXX VIII, p. 967, 
1078, 1189; 1879. L 

(2) Annales de Chim. et de Phys., 6° série, t. IX ; 1886. 

(8) Journal de Physique, 2° série, t. VIIL; avril 1889. 
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le milieu plutot que la longueur d’onde dans le vide. J’ai été ainsi amené 
à construire pour chaque corps deux espèces de courbes de la forme 


(1) : = f(E), favorable à l’étude des radiations calorifiques ; 


= 
n° 


I 


wise Oita") » » ultra-violettes. 
nr 


(2) 
Ces courbes ont très nettement la forme d’hyperboles ('). Leur exa- 
men dispense de toute discussion numérique; leurs équations sont tres 
sensiblement 


b 
(1) c i= ae a + CT, 
(2) J=a+bz + 
La formule de dispersion est donc, avec une grande approximation, 
x Sat bl ce. 


D’après ce qui précède, le principe (n° 30) étant admis, il n’y a pas à 
hésiter sur les termes a + cl?; le terme en /-? = A~?n? est moins certain 
et n’en exclut pas d’autres en À ?n...X ?n?, puis en À-*.... On peut 


A I A 
même constater sur les courbes =; = ¢(/-*) que, pour l’extréme ultra- 


violet, elles s’affaissent sensiblement au-dessous de l’hyperbole; un 
terme en /-* ramène bien la concordance entre la formule et l’expé- 
rience. D'autre part, on constate que, si on laisse l’ultra-violet pour ne 
s'occuper que des rayons visibles et calorifiques, la formule à trois 
termes ÿ 
. —=a+bl + ci 

représente très bien les observations, tandis que, si l’on remplace le 
terme en /? par un terme en À ?, il faut ajouter un terme en À-*. C’est 
à un nouvel argument en faveur du choix des variables /-? ou /? au 
lieu de A~* ou A’. 


(1) Voir ces courbes (n° 35, 38, 95, 96 et 99). 
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§ II. — Applications. 


34. Je vais appliquer la formule de dispersion au sel gemme et aux 
deux rayons ordinaire et extraordinaire du quartz. Plus loin, on trou- 
vera son application au spath d’Islande pour les deux indices princi- 
paux et le rayon extraordinaire à 30° de l’axe optique. Si j'ai choisi ces 
corps et m'y suis borné, c’est parce qu'ils offrent les séries de beau- 
coup les plus étendues dans les deux sens. L'application de la formule 
à d’autres corps serait bien moins concluante. On trouvera (n° 35, 38, 
95, 96 et 99), pour chaque corps, deux courbes ayant pour ordon- 


, I . : D I 
nées —; et pour abscisses respectivement /? et /-?. L’échelle des =a est 


de 1™™ pour 0,0002 ('). Or, dans le spectre visible, les erreurs sur cette 
quantité montent à peine à 0,oo0001 pour des expériences bien faites; 
dans le spectre ultra-violet, la précision est la même pour les détermi- 
nations photographiques; elle est dix à vingt fois plus faible pour les 
déterminations à l’oculaire fluorescent et aussi dans le spectre calori- 
fique. Les premières erreurs sont donc inappréciables sur le gra- 
phique; les autres se traduisent par des écarts d'environ 1™™. Pour 
calculer À et (-?, j'ai évalué À en microns (1 micron = 0™, 001). 
L’échelle des 2 est de 1™™ pour 0,01; celle des /-?, de 1™™ pour deux 
unités. Avec ces renseignements, la considération des courbes est 
tellement nette qu’elle me dispensera de toute discussion numérique 
pour justifier la forme adoptée pour la formule de dispersion, l’exis- 
tence de chaque terme et la valeur pratique de chaque formule nu- 
mérique. On remarquera aussi sur ces courbes la faible étendue du 
spectre visible, et l’on comprendra combien il était difficile d’y dé- 


couvrir le terme de Briot, la courbe 3 — f(E?) étant très sensible- 


ment une droite dans cette région. 


35. Sel gemme. — Par l'application de mes formules à la méthode 
des moindres carrés, j’ai traité les nombres de M. Langley (?). Je me 


(1) Mes dessins ont été réduits pour la gravure. 
(2) LanGLey. Annales de Chimie et de Physique, 6° série, t. IX, p. 433; 1886. 
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contente de reproduire les données et les résultats de ce calcul (*) : 


À. 


5 or 
4,712 
4,123 
3,534 
2,945 
2,356 
1,767 
1,178 
0,75940 
0,65630 
0, 58961 
0, 51838 
0,48614 
0, 39687 


n. 


1,5186 
1,5201 
1,5215 
1,0227 
1,5243 
1, 5254 
1,5272 
1, 5301 
1,53670 
1,54051 
1,5 4414 
1,54975 
1,55323 
1, 56833 


I 
<= 
0, 433624 
432769 
431972 
431292 
430387 
429767 
428754 
427130 
423470 
421377 
419399 
416368 
414503 
406560 


es 


0, 08206 
0, 10407 
0, 13617 
0, 18564 
0, 26788 
0, 41920 
0, 74700 
1 68713 
4 ,09484 
5, 50965 
6 85872 
8,93773 
10,2082 

15,6163 


2 


12,1855 
9, 6091 
7 3435 
5, 3868 
3,7330 
2,3855 
1 ,3387 
0, 5927 
0,24421 
0,18150 
0, 14580 
0,11188 
0,09796 
0,06404 


es 
a 


Ces diverses colonnes donnent pour chaque radiation les quantités 
marquées par les en-tétes; les deux premieres sont empruntées au 
Mémoire de M. Langley; les trois suivantes s’en déduisent par le 
calcul. La colonne A*y est le résultat définitif du calcul d’interpola- 


: x I , z , 
tion; on y trouve les valeurs de l'excès =; observé — — calculé, ex- 


primées en unités du cinquième chiffre décimal pour la partie calori- 
fique, et en unités du sixième chiffre pour la partie visible du spectre. 
La formule obtenue est 


avec 


a =+ 0,429 373, 


Eros 


I 
——a+bl?+ cP, 
n°? 


C—+0,000371, 


se 18. 


Je reproduis la comparaison de cette formule ('), que j'appelle for- 
mule de Briot, et de celle de M. Ketteler (2) 


; aes : D? 
| mat KE a? ir ie 


k = 0,000 858 0, 


a? = 2,328 83, 


L 


Dime. 


Eins À 
Ae = 0,016 a4, 


(1) Journal de Physique, 2° série, t. VIIT; avril 1889. 
(?) Dispersions-Formeln ( Wied. Ann., t. XXX). 
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avec les observations de M. Langley et celles de M. Joubin G'); que jé 
distingue par des caractères gras. L'écart entre ces dernières et la 
formule serait diminué par un terme en /-*; mais les déterminations 


des deux observateurs ne sont pas assez comparables pour justifier ce 
nouveau calcul. 


Différences. 
Briot. Ketteler. LS 
= — Briot Ketteler 
À. n observé. n calculé. n calculé. obs.-cale. obs.-calc. 
5, 301 CE 65) 1,5186(= 2) 1, 51834 1,51835 -+0 ,00026 -+0 ,00025 
AL (ee) My 0200 (12) 1,52007 1, 52007 + 3 + 3 
AEDS (2220) 192 10 (==) 1,56162 1,56162 -- 12 — 12 
DH (--10) 10227219) 1,52303 1,52302 — 30 — 32 
2,040 (22119) 1,5243(+0) 1,52433 1,52431 — 3 — I 
2,200 (== 0) 192540) 1,52561 1,52559 — 21 = 19 
OPCS 0) Th 097 2|(=109) 1,52710 1,92712 — 10 — 8 
LUE 02) 1001 (==) 1,53010 1,53007 0 + 3 
0,75940 1, 53670 1 ,53069 1,53666 + 1 + 4 
65630 1,54051 1,54049 1,54048 — 2 + 3 
64370 4, 54154 1,54111 » + 40 
58901 1,54414 1, 54412 1, 54413 + 2 + I 
53771 1,54839 1,54802 » + 37 
53363 1,54875 1,54840 » + 35 
51838 1,54975 1,54977 1,54979 — 2 4 
50844 4554416 1,55079 » + 37 
48614 100323 1,95324 1, 00327 — I — 4 
47986 4 55436 455404 » = 32 
46765 455596 4, 55568 » + 28 
44145 4 ,55982 4,55955 » — 27 
39856 1,56810 1,56793 » — 17 
39687 1,56833 1, 56832 1, 56830 + I —- 3 
36090 1,57877 1,57832 1,5783 + 45 + 47 
34655 1,58391 4,58340 41,5833 + 51 + 61 
34015 4,58644 1,58591 1,5858 + 50 + 61 
32470 1,59330 1,59272 4 ,5925 + 58 + 80 
27467 4,62790 4, 62647 4.6254 se 143 oe 275 
25713 4 ,64870 -1,64547 1,6430 Æ 313 + 570 
23125 1,68855 1,68682 1,6808 + 173 + 775 
22645 4 ,69900 4, 69836 4 ,6900 + 164 + 900 


(1) Thèse pour le doctorat (Annales de Chimie et de Physique, 6° série, t. XVI, p. 136 
et 139). 
Ann. de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. S.6 
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36. Quartz, rayon ordinaire. — A l’aide de l'oculaire fluo 
M. Sarazin a déterminé (') les indices du rayon ordinaire du quartz 
dans le spectre ultra-violet jusqu’à la raie 32 de l'aluminium. En com- 
parant ses nombres à la formule que j’ai obtenue par la méthode de 
Cauchy pour le spectre visible (n° 13), j’obtiens les résultats suivants : 


rescent, 


(*) SARAZIN, Comptes rendus, t. LXXXV, p. 1230. 
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À. n. les 2. = observé. = calculé. a 

9.. 0,36090 1,56348 18,768 0,0533 0,409087 0,409080 + 7 

10 34655 1,56617 20,424 490 407683 407692 — 9 
Lise 34015 1,56744 21,234 470 407022 4o7o1h + 8 

42 32470 1,57094 23,408 427 405210 405200 + 10 

Cary AT. 27467 1,58750 33,405 299 396800 396889 — 89 
182: 25713 1,59624 38,538 260 392469 392634 —165 

23 23125 1,61402 48,715 205 383869 384210 —341 

24. 22645 1,61816 51,062 196 381908 382268 —36o 
DES 21935 1,62502 54,885 182 378689 379107 —418 

WG RA a 0,21431 1,63040 57,878 0,0173 0,376194 0,376633 —439 
27..... 0,20988 1,63569 60,738 0,0165 0,373764 0,374269  —505 

Zn. | DSP 20610 1,64041 63,349 158 371018 372057, 139 
Apo 0,20243 1,64566 66,089 0,015t 0,369250 0,369846 —596 
30e 0,19881 1,65070 68,938 o,0145 o0,366998 0,367493  —495 

AIRES LR 19311 1,65990 73,884 135 362941 363407 —466 
32..... 0,18562 1,67500 81,430 0,0123 0,356427 0,367175 —748 


Si l’on forme une courbe qui a pour abscisses les valeurs de / et 
La = La I C2 I La A 
pour ordonnées les différences — observé — — calculé, on reconnait 


que cette courbe a une forme parabolique, ce qui conduit à introduire 
dans la formule de dispersion un terme en /=*. Quelle méthode employer 
pour ce nouveau calcul d’interpolation? La méthode des moindres 
carrés proprement dite? Mais la précision des observations est tout à 
fait variable. La solution de Gauss ne peut être non plus appliquée, 
puisqu’on ignore la précision de chaque observation. Il y a plus, V’in- 
décision porte non seulement sur la mesure de 7, mais aussi sur celle 
de A; le calcul montre, en effet, qu’une erreur de deux unités du qua- 
trieme chiffre sur la valeur de À produit sur le terme /-? de la formule 
de dispersion une erreur qui, pour la raie 32 (aluminium), entraine 
sur l'indice une erreur d’environ 20 unités du cinquième chiffre dé- 
cimal. Ainsi les erreurs sur la détermination de A, qui étaient sans in- 
fluence dans le spectre visible, deviennent ici prépondérantes, en sorte 
qu'il serait presque plus raisonnable de calculer À au moyen de l'in- 
dice à l’aide de la formule de dispersion que de déterminer la formule 
de dispersion par le concours des valeurs de n et À pour les raies 


extrêmes de l’ultra-violet. , 
À : 
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Il en serait rigoureusement ainsi, si un terme en ‘ne venait ajouter 
son influence. On le voit, de graves difficultés surgissent; encore pour- 
raient-elles être résolues si l’on connaissait l'erreur moyenne de chaque 
détermination de n et A, mais on est dans l'ignorance complète de ces 
erreurs. La méthode de Cauchy s’impose donc par ses qualités de pru- 
dence; mais, malgré sa simplicité, l’effort qu’elle réclame n’est pas 
justifié par le peu de valeur des données du problème d’interpolation. 
Faut-il donc renoncer à faire concourir toutes les observations au calcul 
des coefficients? A coup sûr, moins que jamais, car une observation 
isolée peut se trouver très défectueuse. Voici donc la méthode à laquelle 
je me suis arrêté et qui paraît réunir, dans une mesure convenable, les 
avantages de simplicité et d’exactitude. J'ai groupé les observations en 
plusieurs séries; pour chacune d’elles, j'ai pris la moyenne des équa- 
tions qu’elle contient. Enfin j'ai traité ces équations moyennes en 
nombre beaucoup moindre par la méthode de Cauchy, modifiée confor- 
mément aux observations que j'ai présentées (n° 28) pour le cas de la 
précision variable. Les groupes, au nombre de cinq, sont indiqués dans 
le Tableau suivant, dont la dernière colonne indique le multiplicateur 
employé pour la modification de la méthode de Cauchy. 


Nombre 
d'observations. Observateurs. Multiplicateurs. 
I. Radiations calorifiques.... 5 Mouton. 0,5 
MA GR DCE tein, cede esters 4 Macé de Lépinay. 4 
RULED aes) BREST ee see 3 Id. ; 5 
MAR NO Aa, Wl ee PE AE 3 Id. 3 
VMRAICS ON Sas oe corer 16 Sarazin. 0,5 


De cette façon, les groupes II, II, IV servent exclusivement pour le 
calcul des coefficients a et b et contribuent à la détermination des 
deux autres; le groupe I est prépondérant pour le caleul de c, et le 


groupe V, pour le calcul de d. J'ai ainsi obtenu, pour les coefficients de 
la formule de dispersion, 


I 
at bl-? + cl?+--dl-*, 
les valeurs suivantes : 


a=+0,424301, b =— 0,0008222, 
¢=+ 0,00479, d =—0,000000164. 
. o 
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Voici le Tableau général de la comparaison des valeurs de n observé 
et den calculé. Segmenté en quatre groupes pour faciliter la lecture, 
il offre comme variantes les nombres de Rudberg et de M. Mascart. 


À Rudberg. Mascart. ' 2 obs. n calc. Die x 
O0. — C. 
2 14 ‘ » » 1, 5191. 1, 5190. Sanit 
177 » » 1,5247. 1,5247. 0 
1,45 | » » 1,5289. 1,5291. — 2. 
1,08 » » 1, 5338. T0389). —1 
0, 88 » » 1,6371% 10970! + I 
Ares 0,76040 » 1,53902 1,53919 1,53919 0 
TASSE eo 71836 » » 1,54017 1,94017 0 
Be ce 68674 1,54090 1,54099 1,54100 1,54100 0 
(Ceca 65621 1, 54181 1,54188 1,54190 1,54189 + I 
Dee. 58920 1,94418 1,54423 1,94425 1,54424 + 
loco 52690 1,54711 1,54718 1,54717 154717 0 
He otis 48607 1 54965 1, 54966 1, 54969 1, 54969 0 
Crete 43256 » » 1,55413 1,55411 + 2 
sche OR 41012 » » 1,55650 1,55652 — 
à LEE 39672 1,95817 1,55816 1,55816 1,55815 + 
eters hate es 38190 » 1,56019 » 1,56018 + I 
M re 37288 » 1,56150 De 1,56154 — 4 
erste sos 36090 » » 1, 56348 1, 56352 — 4 
Ne. 35802 » 1,96400 » 1,56402 — 2 
“NOS cue nn 34655 » » 1, 56617 1,56618 — I 
Orrin cer 34401 D 1, 56668 » 1, 56670 = 
4 li RER 34015 » » 1,56744 1,56750 — 6 
Ki ARE 33602 » 1,56842 » t, 56839 SES 
ADR sister 32470 » » 1,57094 1,57102 — 8 
Mec 27467 » » 1,58750 1,58751 — f 
BP fare sie 25713 » » 1 ,59624 I ,59618 + 6 
Pipi aba oo 23125 » » 1,61402 1,61383 + 19 
DIR --ee 22645 » ) 1,61816 1,61800 + 16 
De de 21935 » » 1 62502 1,62485 + 17 
DO ee as de 21431 » » 1,63040 1,63028 + 12 
Dee 20988 » » 1,63569 1 63553 + 16 
Gertie erate 20610 » » 1, 64041 1, 64038 + 3 
OO eras 20243 » » 1,64566 1,64551 Sr 
Ung eae on 19881 ) » 1,65070 1,65089 — 19 
TN ere ions 19311 » » 1, 65990 1, 66040 = 
GE arn 0, 18362 » » 1,67500 1 ,67525 = 0) 
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37. Quartz, rayon extraordinaire. — Les mêmes considérations mon- 
trent qu’il faut introduire un terme en /‘ dans la formule de disper- 
sion si on veut lui faire embrasser les déterminations de M. Sarazin. 
D'ailleurs, il suffit de regarder les courbes de la fig. 4 pour voir que la 
loi de dispersion est sensiblement la même pour le rayon ordinaire et 
le rayon extraordinaire du quartz. J'ai donc opéré comme dans le calcul 
précédent. Seulement l'expérience du premier calcul m’ayant appris 
que la précision des observations est assez bonne jusqu’à la raie 18, 
pour devenir brusquement plus mauvaise à partir de la raie 23, j’ai fait 
un groupe de plus; le cinquième groupe allant de la raie 9 à la raie 18 
du cadmium, et le sixième, de la raie 23 du cadmium à la raie 32 
de l’aluminium. 

J'ai ainsi obtenu la formule 


I 
— =a-+ bl-*-+- cP +dl-, 
an 
avec 
a = + 0,419480, b——0,0008256, 
c=+ 0,00485, d =— 0,0000001253. 


Enfin je compare les valeurs de x observé et dencalculé; le Tableau 
suivant, disposé comme pour le rayon ordinaire, présente des écarts de 
méme ordre. 


À. Rudberg. Mascart. n obs. a Calc. nas 
O0. — C. 
(02 
2,14 » » 1,5278. 1,5276. + 2. 
1,77 » » 109339 150034": te Mii 
1,45 » » E9377. 1 0070 —-t. 
1,08 » » 1,5427. 1,0727 0. 
0,88 » » 1,5460. 155458). + 2. 
er AE À 0,76040 » 1,54812 1,54813 1,54816 — 
CRE ve 71836 » » 1,54915 1,54917 a 
Baoan Pathe 68674 1,54990 1,55002 1 ,55000 1,55001 — 1 
[HARARSE EX 65621 1,54083 1,55095 1,55093 1, 55093 0 
DRE 58920 1,55328 1,55398 1,55336 1,55339 — I 
E ACTES « 52690 1,55631 1 55636 1,55640 1 ,55639 + 1 
Fi Doc 58607 1,55894 1,55897 1,55899 1,55899 0 
CR 0 43256 » » 1,56357 1,56356 + 1 
f'aseest ae 41012 » » 1 ,56604 1,56602 + 20 
HSE 0,39672 1,56772 1,56770 1,56775 1,56774 ~ 
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À. Rudberg.  Mascart. n obs. n calc. atte 
se 

Lege east 0, 38190 » 1 ,56974 » 1,56985 —11 
ME careless 37288 » 107101 » 1,57124 148 
Caen 36090 » » 1,59319 1,57329 — 10 
Nue sus 35802 » 1,59381 » 1,57381 0 
ADR 34655 » » 1,57599 1,57606 — 7 
On. are 34401 » 1,57659 » 1,57659 0 
AW orn amg 34015 » » t,57741 1,57741 0 
DÉS as te 33602 » 1,95822 » 1,57834 — 12 
OMR 32856 » 1,57998 » 1, 58011 — 13 
WAS Coane 32470 » » 1 ,58097 1, 58106 — 9 
Ricochet. 31798 » 1,58273 » 1, 58292 — 19 
AT is 27467 » » 1,598r2 1,59815 — 3 
AS Aces 25713 » » 1,60713 1,60714 — I 
OS Na Ex 23190 » » 1,62561 1 ,62550 + II 
DA de 22645 » » 1 ,62992 1,62982 + 10 
Dia eveyone sks 21939 » » 1,63705 1,63695 + 10 
Dose 21491 » » 1,64268 1,64261 + 7 
VAP RER 20988 » » 1,64813 1,64807 +. 6 
DS Re te 20610 » » 1,65308 1,65312 —.4 
DA is ess 20243 » » 1,65852 1,65847 a ti) 
OURS re. 19881 » » 1,66410 1,66415 — 5 
ats soto oe 19311 » » 1,67410 1,67415 — § 
Asa 0, 18562 » » 1,68910 1 ,68957 — 47 


38. Pour les rayons ordinaire et extraordinaire du quartz, l’accord 
entre l’observation et le calcul est, on le voit, tres satisfaisant; les 
écarts sont certainement imputables aux erreurs d’observation. S'ils 
n’ont pas toujours les caractères d’erreurs accidentelles, c’est qu’en 
effet il y a des erreurs systématiques assez fortes provenant de ce que 
les séries dues à des observateurs différents ne sont pas comparables. 
Ce fait est mis en évidence par la comparaison des nombres dans la 
partie visible : pour la raie B du rayon extraordinaire, la différence 
entre les nombres de Rudberg et de M. Mascart monte à douze unités 
du cinquième chiffre décimal. Cette différence, beaucoup plus grande 
que les écarts entre la formule et les nombres de M. Macé de Lépinay, 
est de l’ordre des autres écarts. Deux seulement sont bien forts : — 50 
pour la raie 31 du rayon ordinaire et — 47 pour la raie 32 du rayon 
extraordinaire. Ce sont à coup sûr des accidents explicables dans ces 
observations difficiles. Comme je l’ai montré, il faudrait tenir compte 
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. dispersion. C’est là une preuve sérieuse à l'appui de notre postulatum 
(n° 30). Elle est de nature à donner un grand poids aux importantes 
conséquences que nous allons étudier dans le Chapitre suivant. 


00 — 
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CHAPITRE IIL. 


DISPERSION ET DOUBLE RÉFRACTION. 


§ I. — Influence du terme de dispersion de Briot sur les lois 
de la double réfraction. 


39. La double réfraction a provoqué bien des théories : illustrée 
par les noms de Fresnel, Cauchy, Lamé, Mac Cullagh, Neumann, elle 
a été l’objet de travaux remarquables de MM. Maxwell, Sarrau, Bous- 
sinesq. 

Quoique tres différentes par les hypothèses, l'analyse et les résultats, 
ces théories ont des caractères communs : partir d’hypothèses précises 
plus ou moins vraisemblables, mais nullement nécessaires; en déduire 
les formules du mouvement lumineux; enfin vérifier que ces formules 
conduisent aux lois expérimentales de la double réfraction. On néglige 
d’ailleurs les phénomènes accessoires. La dispersion est l’objet de 
théories spéciales. 

On vient de lire dans la première Partie une marche inverse et qui 
consiste à remonter de l’expérience à la théorie en partant seulement 
d'idées générales qui sont en quelque sorte l'expression même des 
faits observés : c’est la méthode expérimentale. Dans cette voie, 
M. Maurice Lévy a donné (') tous les systèmes d'équations capables 
de représenter les lois de la double réfraction pour une [lumière homo- 
gène. Ils sont nombreux. Combien de théories pourraient enrichir en- 
core le nombre de celles qui existent déjà! Toutes seraient aussi in- 
certaines. Au contraire, l'examen attentif des faits et leur comparaison 
conduit à des conséquences nécessaires. Une seule de ces consé- 
quences peut renverser tout un groupe de théories ; aucune ne saurait 


1) Comptes rendus, t. CV, p. 1044; 1887. 
( P ‘ 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.7 
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être mise en suspicion par les conséquences d’hypotheses qui, pour 
être très précises, n’en sont que moins probables. Je n’exposeral pas 
les recherches que j’ai poursuivies dans la méme voie que M. Maurice 
Lévy. Elles sortiraient du cadre de ce travail que je tiens à limiter 
aux résultats positifs et utiles et ne pourraient guere étre exposées 
sans le secours puissant des systèmes linéaires. La simplicité d’éeri- 
ture que donne cette méthode de Laguerre, jointe à celle des quater- 
nions, m’a permis d'aborder les termes de dispersion dans l'étude de 
la double réfraction et de découvrir les conséquences que je vais ex- 
poser après les avoir dégagées de ces recherches. 


40. J'ai appliqué la formule de dispersion de Briot 
= =cl+a+be+... 
n° 


aux nombres donnés par M. Mascart (‘) pour les rayons ordinaire et 
extraordinaire du spath d'Islande. Les calculs, faits par la méthode de 
Cauchy, montrent comment la méthode permet de s'arrêter juste au 
nombre de termes nécessaires pour renfermer les observations dans 
une même formule, trois termes pour le rayon ordinaire et deux pour 
le rayon extraordinaire. Il importe de remarquer que cet avantage est 
entièrement conservé par l'usage des formules que j’ai données pour 
l’application de la méthode des moindres carrés. C’est là un résultat 
nouveau dont l'intérêt pratique n’échappera à personne. Ces considé- 
rations me décident à reproduire lestalculs, qui offrent d’ailleurs cet 
intérêt d’être l’origine du présent Mémoire. Mais voici d’abord le Ta- 
bleau des données de M. Mascart : 


Raies. À. nn. nn. 
RS APE ME eect 0,76040 1,65012 1, 48285 
Br nets res 68671 1 65296 1, 48409 
Cisco er 65607 1,65446 1,48474 
DES Ne res 58920 1 ,65846 1,48654 
Fos ata TE CARS ES va 52678 1 66354 1, 48885 
Bret ru 0,48607 1,66793 1, 49084 


(1) Comptes rendus, t. LVI. 
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Raies, Ne li) pe 
CSA er 013070 1,67620 1,49470 
Li lesae: cere eee ane aoe 39681 1,68330 1,49777 
DR RUN bien pa 38190 1,68706 1,49941 
M manner 37288 T, 68966 1,50054 
ARE SRB Sobre 35802 1,69441 1,50256 
CEE hast San «scale, 34401 1, 69955 1,50486 
PAR corey ADD 33602 1,70276 1, 50628 
OR A SEC 32856 1,70613 1,50780 
LOC cote othe ye Sl 05319779 171100 1,51028 


Dans ce Tableau, la colonne À donne les longueurs d'onde; les 
colonnes n, et n,, les indices ordinaire et extraordinaire du spath, 
pour les raies indiquées par la première colonne. On déduit de là les 


valeurs de = F?, ? qui servent au calcul d’interpolation. Celui-ci 


étant disposé comme les précédents ne demande aucune explication. 


41. Spath, rayon ordinaire. 


2 
; AY, cis SRE Fine 
Raies ike ae Ay. — de Av. Ar — Lin Atw. A? 
AP. 0,36726 + 1279 —1292 +23 —I19 +4 
BE. 36600 + 1149 —1138 +11 — 8 +3 
Ciscoe 36533 + 1082 —1078 + 4 — 4 0 
DS 36357 + 906 — O01 — 6 + 4 —1 
HART. » 36135 + 684 — 696 12 ai, 4 
SEE 35945 + 494 — 5o4 — 10 +10 0 
(rer e 35592 + 141 — 149 — 8 + 9 +1 
HS. 35292 — 159 + 194 6 + 7 +9 
Veseaaeie 35135 — 316 + 314 — 2 + 5 +3 
Moss 35027 — 424 + 422 — 2 + 4 PT 
Ne 34830 — 621 +- 619 — 2 + 2 0 
OR. 34620 — 831 + 832 + I — I o 
PET AT 34490 — 961 + 966 Ain — 3 +2 
Wane coe 34354 — 1097 +1102 + 5 —5 0 
Re 34136 — 1315 +1319 + 4 — 9 —5 
ze =0,35451 Ay,=—11455 A? ye =+99 
a 
$24 = = 0, 001058, fm = + 0,00346. 


£a = 16 


42 


ae 
+ 
ate, 
+ 
af. 
se, 
ane 
of 


é DH ; 
,547 Avy =+108, 276 “ =-+0,0847 Aw, =—0, 6525 
‘ a " 


Ay, 


AY 


eae 0 ,001058 


= + 0,00346 


» 


de. 
c=+0,00346 , b =—0,001037 

. Spath, rayon extraordinaire, 

Raies. y= = Ay. — — ru AY 
re eee tre te atts 0, 45479 + 800 —596 
Dre es 45403 + 724 —721 
CR Neue 45363 + 684 —682 
Dean ete trates 45253 + 574 —974 
PSO avert de eles 45113 + 434 —436 
RER Sete akon 44992. + 313 —313 
(Es Sir Sahara 44760 + 81 — 87 
He nee 44577 — 102 +103 
Lirias Re eos es 44480 — 199 +203 
MÉBSAT ÉTÉ ccs ste 44413 — 266 +271 
INS pere : 442.93 — 386 +392 
(He à MORE SN 44158 — bot +523 
| ASE ab a 44075 — 604 +606 
se dette de 43987 — 692 +689 
RES rte 43842 — 837 +821 

a 


Ua ss 
Ayo _ | 
hogntar open LS % 
. 


. 


teetheee lL Pda 


+++ 


OUE D OO GE 1 D ON ON War 


Mr rs yy An 
LE 


teeta 


ae 


< 


I+4++4¢4+4+1 | & 


: 


“ar CE 
j ol 


AP We =+0, 2865 
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Raies. | Me: Av. 
SR ans Res nae ean ire 3,803 10.210 
BUSS TAP hoe d PAO JPG 671 — 8,380 
Cee oe Spb ae ass sere 5,121 — 7,930 
D SRE are kN sa 6,374 — 6,677 
Dap eda Mes De ste treet ane © 7,988 — 5,063 
LASER VE Pan oie EE 9,412 — 3,640 
CNE stades LRU 12,041 — 1,010 
Gla tant > Rate aa CSE 14,253 + 1,202 
UE Gress sr aie xt as asta d. 15,415 + 2,364 
1 EU Es Ar aan aed BOI 16,194 + 3,143 
Nort rate: oh Sales, LINE 17,614 + 4,563 
DRE nc nce Sg ies, adic: 19,136 + 6,085 
a i See gS RPS 20,095 + 7,044 
Ul a gels de era te 21,060 + 8,009 
Rao etapa eet RE AE 22,591 + 9,540 
a IS OI Av, =+83,896 
Ua 
A6 =— 0,00086 D 44679 
Ave g ities : 
y II21 
b= — 0,00086 a =+0,45800 


43. Portons notre attention sur le coefficient c qui, nous l’avons 
vu, à par la certitude de sa signification une grande importance théo- 
rique. Pour le rayon extraordinaire, sa valeur c, est tellement petite 
que les observations de M. Mascart ne permettent pas de la déter- 
miner. Au contraire, pour le rayon ordinaire, ce terme a la valeur no- 
table c, = + 0,00346. 

Étudions les conséquences de cette remarque, en nous rappelant 


que, dans la détermination des indices principaux, le plan de l’onde 


passe par l’axe du cristal, le prisme ayant ses arêtes parallèles à 
axe. | 

Soient Oz l’axe du spath, Ox et Oy deux axes perpendiculaires 
entre eux et à Oz. Faisons arriver une onde plane parallèle à #0 3. 


I. Système de Fresnel. — Dans ce système, la vibration du rayon ex- 
traordinaire est dirigée suivant Oz (fig. 5); celle du rayon ordinaire, 
suivant Ow. Dès lors, la réaction proportionnelle à l’écart est sensi- 
blement nulle pour une élongation parallèle à Oz, puisque c, est in- 
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sensible; elle a une valeur notable correspondante à c, pour toute 
élongation parallèle à Ow, et par suite aussi pour toute élongation 
située dans le plan æ0y. Si l’on fait tourner le plan d'onde autour de 
Ow, depuis Oz jusqu’à æ0y, la vibration ordinaire demeure suivant 
Ow; la réaction proportionnelle à l'écart ne change donc pas, et, par 


Fig. 5. 


x 


re 


suite, le coefficient de dispersion relatif au rayon ordinaire conserve 
la valeur c, pour toutes les directions d’ondes planes. Au contraire, 
pour le rayon extraordinaire, la vibration se déplace de Oz à Oy et le 


coefficient c doit croitre de c, à c,. : 
II. Système de Mac Cullagh. — Pour l’onde plane æ0z, ce système 


suppose que la vibration du rayon extraordinaire est dirigée suivant 
Ox, celle du rayon ordinaire suivant Os. Dès lors, le coefficient c a une 
valeur notable c, pour une vibration parallèle à Oz; il a la valeur sen- 
siblement nulle c, pour une vibration parallèle à Ow et, par suite, pour 
toute vibration située dans le plan «Oy. Si l’on fait tourner le plan 
d'onde autour de Ox de x03 a xOy, la vibration ordinaire tournera 
de Oz à Oy; donc pour ce rayon ordinaire c décroitra de €, à c«. Au 
contraire, la vibration extraordinaire demeurant suivant Ox, le coef- 
ficient c conservera pour le rayon extraordinaire la valeur insen- 
sible c,. 

in résumé, si l’hypothèse de Fresnel est vraie, le coefficient c re- 
latifau rayon ordinaire aura la valeur constante c,, quelle que soit l'onde 
plane considérée; il croitra de €, à c, pour le rayon extraordinaire. 
Au contraire, dans le système de Mac Cullagh, le coefficient ¢ relatif 
au rayon extraordinaire conservera la valeur insensible c,; pour le 
rayon ordinaire, il décroitra de c, à ¢,. 

A ces conclusions nettement contradictoires, l'expérience répond 
d'une façon aussi nette, comme on verra plus loin. 
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44. Ces considérations géométriques suffisent. Elles ont le double 
avantage d’être intuitives et très générales, n’attribuant pas une forme 
particulière aux équations de la lumière. Il y a plus, si le langage 
suppose élongation et force, ce n’est là qu’une fiction commode; en 
réalité, le raisonnement est général et s'applique à toute autre hypo- 
thèse sur la nature de la lumière, pourvu qu’on admette le principe 
relatif à l'équation différentielle du phénomène lumineux (n° 30); 
mais il importe de voir comment le terme de Briot affecte les équations 
auxquelles conduisent les principales théories. Notre assertion sur la 
généralité du raisonnement géométrique en ressortira d’ailleurs plus 
nette. Pour simplifier, je supposerai négligeables les termes de disper- 
sion qui contiennent les puissances négatives de A, de façon à ne con- 
server que le terme principal et le terme de Briot. Pour que cette sim- 
phfication soit justifiée, il suffit de considérer les radiations infra-rouges 
d’une longueur d’onde assez grande; la refuser ne servirait qu’à entraver 
la démonstration sans changer sa force, en obligeant à des digressions 
longues et peu fructueuses sur des termes difficiles à bien connaître. 


§ II. — Terme de Briot dans les diverses théories 
de la double réfraction. 


45. Je désigne par x, y, z les coordonnées d’un point du milieu; 
par €, n, C les composantes en ce point du vecteur qu’on appelle géné- 
ralement élongation, mais qui peut représenter tout élément dirigé 
EN, a> 
ae” GER "at 
santes de l'accélération, sont dans une première approximation des 
fonctions linéaires des dérivées secondes de &, n, € par rapport à +, y, 
RESTE M us pure 
dx?’ dy®’ ds?’ dedy' ” dx?’ ? dx?’ 
fonctions par F, F,, F,, les équations différentielles s’écrivent, dans 
cette première approximation, 


(vitesse, force, rotation, etc.). Les valeurs de » compo- 


z, savoir -.. Si je désigne ces 


123 
areal a =F, 


Tenons compte maintenant du terme de dispersion de Briot. Nous 
savons qu’à ce terme correspondent nécessairement dans les équations 


À 


différentielles des ts proportion 


seront donc de la forme if 


aly ain oS 


ON eee 


N’ayant pour objet que le spath, je suppose le cristal muni de trois — 
plans de symétrie rectangulaires, et je choisis ces plans comme plans 
coordonnés. Les conditions de symétrie réduisent les équations a la 
forme 


Je vais maintenant étudier ces équations, en remplacant F, F,, F, suc- 
cessivement par les expressions particulières qui résultent de la théorie 
de Fresnel, puis de celles de MM. Maxwell, Boussinesq, Sarrau, enfin 
de celles de Lamé, Neumann, Mac Cullagh. 


46. Equations de Lame. — Ces équations ordonnées et complétées 
par les termes de Briot s’écrivent (‘) : 


hae fava? a? ie ome at 

Ge = (Bt) Ca SAT AE 

an BE \ d d? dt 
Dame +(C ya + A a )n— A RAR 

Bie ou UE _dn d ; 

de ee le a me + (AT +B )E Ke 


Je considère une onde plane dont la normale a pour cosinus direc- 
SR Te PM AP En PT Er QE 


(1) LAMÉ, Élasticité, 2° ee p. 234. Les lettres w, v, de a, b?, c? de Lamé sont 
remplacées respectivement par 5/1 CHA By 


(4) 
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teurs a, 6, y. Les équations du mouvement de cette onde sont de la 
forme 

eae RCE n=Me", C= Nek. 

(2) 


QTL 
i (ax # By + ys—vt), 
LE 
où / représente la longueur d’onde et ¢ la vitesse de la lumière dans le 


cristal; L, M, N sont les amplitudes des trois vibrations composantes 
suivant les axes. 


Je substitue les valeurs (2) dans les équations (1 ). La première de 
ces équations devient 


r\ 2 
CE) = (2) [(By2+ CB2)E — CaB.n — Byat] — GE. 
Désignant par V la vitesse de la lumière dans le vide, je divise les 


deux membres par 
2Ti An? V? 
Me l ) Hs ic P 


Je rappelle que l’on a, avec les notations précédemment employées, 


p? I A G 
(3) Mao yh? 5 — a, 4m V: ©? 


Il vient 
= =/(by2-- cp eabn — byat + glë 


#% 


J'ordonne cette équation par rapport à &, n, €, et j'écris les deux autres 
équations qui résultent de même du système (1). 
Jobtiens ainsi 


a Ree ie eee 
n 
I A 4 pe 
cafË + (Feat aye) n+ aBys =} 
byaë + aByr + (+ — ap? — ba — ke)r= 


Je vais appliquer ces équations au spath d'Islande. Je choisis pour 
Oz l’axe optique; pour Oz, la trace du plan de l'onde sur le plan per- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.8 


RATE a Oz. La ne à Pond lar 
désigne par 0 l’angle qu’elle fait avec on ih 
cette normale auront pour valeurs 


On aura d’ailleurs 


Enh pour simplifier l’é orituré et 4 me conformer à à la notation que j'ai 
employée dans les Sie de dispersion, je remplacerai les lettres 


a, b, Cc; C8) h, k; 


respectivement par 
| REPRO NC: ECS US 


Les équations précédentes s’écrivent alors 


(| (s— a cos? 0 — a! sin?0 — cl )E 0» 
(5) (s —acos?6 — cl?) + asin@cos#&=0, 
_asin9cos@.n + (s — a sin?0— c'l?)E — 0. 


Ces équations sont satisfaites par 


(6) s— a cos? 0 + a'sin?0 + cP, n=0, to. 


Le = La vibration est dirigée suivant Ox;'elle répond au rayon extraordi- 
| naire; la vitesse de propagation, r résentée par la première de ces 
trois formés; donne en particulier : 


PONT Re cats os ec eos Sid Cl 
0 
a POUPEE MR nee went s=a + cl : 


. 2 \ . Là LA La 
Si la valeur de 2? = ey était la méme dans ces deux égalités, en les 


multipliant respectivement par cos?0 et sin?0, et ajoutant, on obtien- 
drait 
So COS? 0 + s, sin?0 — 5, 


qui représente la loi connue des vitesses de propagation du rayon” 
| extraordinaire. Comme l'hypothèse n’est pas exacte, cette loi est lége- À 
rement altérée. 
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Or 
© 


On peut encore satisfaire aux équations (5) en posant 


a s — acos?6 — cl a sin 0 cos@ EO, 
A 3 = 9. 
asinOcos§ s—asin?6—c'l? k 1 a sin 0 cosô 
¢” —s+acos 08 + cl 


On obtient ainsi deux vibrations dans le plan des yz. Si l’on néglige 
c etc’, ces solutions deviennent 


1° 


= tangÿ; 


ON S 17: =— coté. 

La premiere représente une vibration longitudinale incapable de se 
propager; la seconde donne une vibration transversale, dans le plan 
de polarisation, et qui se propage avec une vitesse constante. Elle 
répond au rayon ordinaire. Sil’on tient compte maintenant des termes 
enc etc’, les vibrations restent dans le plan de polarisation yO, mais 
deviennent quasi longitudinale et quasi transversale. Pour la premiere, 
qui est parasite, s est de l’ordre de cl. Pour le rayon ordinaire, la 
valeur de s s’obtient en développant et ordonnant l’équation (7). Il 
vient ainsi 


s—[a+(c+c)P]s+a(csin?0 + c'cos?0) P+ Lolo 


et, en résolvant, 


ttle eh 1 


2 


BYE 
el a(csin?0 + c'cos?0) 2 — cc'{l'. 


4 


Les lois relatives au rayon ordinaire sont donc altérées par les termes 


de Briot. Sil’on néglige les termes du second ordre par rapport a 
12 12 

et a2, la dernière formule donne 

(8) s—a+(ccos’ 0 + c'sin?@)/?. 


On a, en particulier, 


Les formules (6) et ( 8), relatives aux: es du 

du rayon extraordinaire, sont tout à fait accessibl 

elles sont conformes aux conséquences que nous avon vie pre 
_ Géométrie (n° 43) de l’hypothèse de Neumann et Mac Cullagh.… 


47. Equations de M. Boussinesq ('). — Ordonnées et a aah par ; 
les termes de Briot, elles s écrivent — 


‘ ; 


a: . 
[T7 ds dx 7 dy ds" 


En substituant dans ces équations les Galea: (2) (n° 46), comme | 
SORTE j'obtiens les équations 


dure) see —aaB.n | — a ay 0 | 


— bap.£+| 2 064 a) ne |" — bBy.E—o, 
—cya.t — eBy.n+| 7 —0(at+ gran |t=0. 


Appliquées au spath avec le choix d’axes et le changement de nota- 
tions expliqué précédemment (n° 46), les équations (4’) deviennent 


(s— a — cP)E . vs 
cn | 


(t-26608 0 clim — asin8 cos0.Ë6 — 0, 
— a'sin0 cos0.n + (s — a! sin?9 — cl )E —0o. 


Ces équations admettent d’abord la solution 
à CORRE: ~ s=a+cl, 10, =D: 


Elle répond au rayon ordinaire dont les lois ne sont pas altérées ici 
par les termes de Briot : la vibration, dirigée suivant Ox, se propage 


RE D ne D SR \ 
(1) Voir M. PoincaRÉ, Theorie mathématique de la lumière, p. 277 (n° 176). 


on 
1 
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avec une vitesse constante quelle que soit l’orientation du rayon lumi- 
neux. | 

On a ensuite deux autres solutions données par les équations 


Ae 
| s?— [acos 0 + a'sin?6@+ (c+ c')E2]s 
+ (ac! cos? 8 + ca! sin? 6) l?+ cc'E— 0, 
n asin§ cos 0 


2 
6 =o == —e 
| 4 fC. s—acos cr 


0) | 


Les vibrations sont dans le plan yOs; quand on néglige c et c’, on 
obtient 


n 
ro S=— 9, > ——tangô; 
4 
9 : a 
2° $= a C0S?0 + a! sin?9, Z = — cot6. 
a 


De ces deux solutions, la première représente une vibration longitu- 
_dinale parasite sans vitesse de propagation; la seconde, une vibration 
quasi transversale répondant au rayon extraordinaire. 

Tenant compte maintenant des termes c et c’, nous aurons d’abord 
une vibration quasi longitudinale, dont la vitesse de propagation est 
de l’ordre de cl; puis, pour le rayon extraordinaire, une vibration quasi 
transversale : la vibration est dans un azimut perpendiculaire au plan 
de polarisation et la vitesse de propagation est donnée par la formule 


acos?9 + a’ sin?0 + (c +c’) 
i == = nnn a 


2 


[a cos?6 + a’ sin?0 + (c+ c')P}? 


4 


a — (ac' cos?9 + ca! sin? 6) 2 — cc'l* 


ou, en négligeant le second ordre relativement aux rapports de cl? et 
Ca a eta’, : 
ac cos?0 + a'c'sin?0 ,, 


| + 2 BW (thet. de SR ee eee 
(8') s — a cos*0 + a’ sin’ + a cos? 0 + a'sin?0 


Faisant successivement 0 =o et 0 — 1%", il vient 


POUR em S—=a +cl 
POULE RE = a tet (7. 
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On n’a pas exactement 
s — s, cos? + s, sin?6, 
mais la différence entre les deux membres est très petite, comme on le 


verra (n° 97). La loi de la vitesse du rayon extraordinaire n’est donc 
pas sensiblement altérée. 


48. Equations de M. Poincaré. — M. Poincaré a montré (') que les 
résultats de la théorie de Fresnel conduisent aux équations 


2 . 2 2 2 
DA (Sa )i-Baep — Cas 0 


dt? dy? ds dx dy dz dx 
dn a? ae @ æ 
Ud eS ee =e a 
ie) de® — Age i+ B( ate)” Cae 
PE a, d a d@ 
dit =) os de Boo n+0 (Ts + + 7) 


Le déterminant des coefficients symboliques de £, n, € se déduit de 
celui de M. Boussinesq en le faisant tourner autour de sa diagonale 
principale. Si donc on introduit les termes de Briot, on obtiendra la 
même équation pour les vitesses de propagation. La vibration ordi- 
naire sera dirigée suivant Ox. La vibration du rayon extraordinaire 
est transversale quand on néglige c et c’, mais quasi transversale quand 
on en tient compte. Une vibration quasi longitudinale parasite se pro- 
page avec une vitesse qui est de l’ordre de cl? et c'P. 

On arrive à des conséquences tout à fait analogues en partant des 


équations 

Ree ea DT QB ae ed d d d(d d d 
= — À r r : pends i aid WSs tied 

de (= Ra aa)? H(agitBgn+Cit) Aaa (ait ant dt): 
dn d? da? a d d d d d {d d d 
de (jt gs + ge) PO alee Bait an gt), 
PO [Ed ~ dt ~@ d/,d a. d d d 
Æ Ca + gat ga)t— SAS ay cg.t)—C o3:(3, att tan 


qui répondent à la forme attribuée à l'équation de la surface de pola- 


(1) Théorie mathématique de la lumière, p. 257. 


20 
D 
7 
. 
x 
4 


INFLUENCE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. S.63 


risation par M. Poincaré (!}, savoir 
= (Av?+By?+ C2*)(a?+ B+ y?)—2(Aax+Bhy+Cys)(ax+By+ys)=0. 


L’auteur a montré que cette forme satisfait aussi aux lois de Fresnel 
relatives aux deux rayons lumineux. Il importe d’ajouter qu’elle donne 
lieu à des vibrations longitudinales; en ce sens, elle ne répond pas 
aux idées de Fresnel. 

De leur côté, les équations (1”) ne sont pas l’expression des principes 
du grand physicien, mais donnent seulement les mémes résultats; 
il n’est donc pas étonnant que l’addition des termes de Briot dans 
les seconds membres de ces équations conduise à des résultats con- 
traires à ces principes : vibration lumineuse à peu près transversale 
au lieu de l’être rigoureusement, vibration quasi longitudinale pa- 
rasite. | 


49. Théorie de Fresnel. — Prenons maintenant pour point de dé- 
part les principes mêmes de Fresnel, ou mieux, les hypotheses équi- 
valentes, mais plus correctes, par lesquelles M. Poincaré les remplace, 
Savoir : 

1° L’éther offre une résistance infinie à la compression. 

2° L’ellipsoide de polarisation est indépendant du plan de l’onde. 
L’équation d’incompressibilité est, comme on sait, 


aes a Leo 
da. alor 


Pour une onde plane, dont la normale a pour cosinus directeurs «&, 6, y, 


cette équation devient 
ab + Pn + yé = 0. 


Elle constitue donc une &aison par laquelle le mouvement a nécessai- 
‘rement lieu dans le plan de l’onde. D’après cela, la seule composante 
efficace d’une force quelconque est sa projection sur le plan d'onde. 
C’est le principe admis par Fresnel pour les réactions élastiques de 


LS 


(1) Théorie mathématique de la lumière, p. 257, équation (7). 


+ 
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l’éther, et qui doit être étendu à toute force, en particulier à celle de 
Briot. | 

En second lieu, l’ellipsoide de polarisation étant supposé fixe, ses 
axes coincident en direction avec ceux du cristal; son équation est 


donc 
(AE? + Bn? -+ CC?) (a? + B?+ y) =1. 


Pour remonter de là aux forces élastiques de l’éther, il suffit de prendre 
les demi-dérivées par rapport à &, n, Cet de remplacer a, 8, y respecti- 
UT Beds ties D ho . a? ad? ad? 
vement par 7 a ge © + B? + y" devient 74 + dy di symbole 
qu'on a l’habitude de désigner par A. Il vient ainsi, pour les trois com- 
posantes de la force élastique, A AE, BAn, CAC. A ces forces, s’ajoutent 
les termes de Briot — G£, — Hy, — KC, et les composantes de la réac- 
tion de liaison N, P, Q. D’après cela, les équations completes, avec la 


-condition de liaison, s’écrivent 


Ed 
De =(AA—G)E +N, 
“ne d d d'El 
(1) PTE —(BA—H)n-+P, TE ag cade are 
PET (GA KN 0, 


Dans ces équations, je remplace &, 4, € par les valeurs (2), n° 46. La 
réaction de liaison étant alors normale au plan d’onde, N, P, Q de- 
viennent proportionnels à «, 8, y. Il vient donc, avec les notations 
adoptées (3), n° 46, et en appelant r la valeur algébrique de la réac- 
tion de liaison, | 


E=(a+ gh)i+ar, 
J 

(4) pina (b+ hl )n+ Br, a& + Bn+yo—o0. 
I 
<n =(e+kP)E +yr, 


Les quatre équations homogènes par rapport à6,n, (, r ne sont sa- 


po: I . i 
lisfaites que pour les valeurs de = qui annulent le déterminant de 
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leurs coefficients : elles déterminent alors des quantités proportion- 
nelles à ces inconnues. J’applique ces équations au spath, avec le chan- 
gement de notations et le choix d’axes précédemment employés (n° 46). 
Il vient 

s& = (a + c P ee 
(5) sn=(a+cP)n+rsiné, nsin@ + € cos0 =o. 

Se (ac) + rcos0, 


On n'a plus que deux solutions pour le problème, la quatrième équa- 
tion (5) mettant obstacle auxevibrations longitudinales. La première 
est 

T=, C= 0, TO, Sa. a-- cl, 


La vibration est dirigée suivant Ow : sa vitesse de propagation est con- 
stante, quelle que soit la direction du plan d’onde. Les propriétés du 
rayon ordinaire ne sont pas changées par l’introduction des termes de 
Briot. 

La deuxième solution répond au rayon extraordinaire, elle donne 


É—0; z= tolé. 
La vibration est donc dans le plan d’onde perpendiculaire à la pre- 
mière; c'est bien la loi de Fresnel. La vitesse de propagation s'obtient 
en tirant y et ¢ des deuxième et troisième équations (5) et portant 
dans la quatrième. Il vient ainsi 


r sind 20087 


5 ed 


DE oF Ts = dl ele 
©" sin: à cos? 0 | 

all Re ; 19, 
§ SG OF s—a'—c' PB 


La dernière donne, pour la vitesse de propagation, 


s—(a+cl)cos 0 + (a'+ c'l?) sin? 9. 


Cette formule reproduirait exactement la loi de Fresnel pour la vitesse 
du rayon extraordinaire, si / était indépendant de n. 

Comme il n’en est pas ainsi, cette loi est légèrement altérée. 

Ann. de VEc. Normale. 3° Série. Tome VII, S.9 
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50. Voici une remarque intéressante qui résulte des observations de 
M. Poincaré ('). L’ hypothese sur la fixité de l’ellipsoide de polarisa- 
tion n’est pas nécessaire pour arriver aux lois de Fresnel : il suffit que 
son équation soit de la forme 


I—(AË+Bn+ Co?) (a? + B*+ 7°) 
+ 2D(AGË + BBn + Cyl) (ak + Bn + yf) +E(aé + Bn+ 76) = 1, 


qui reproduit celle qu’on a précédemment adoptée, en faisant 
DE, : | 


En effet, si l’on adopte cette nouvelle forme plus générale, il faut, 
dans les deux membres des équations (4), ajouter les termes qui pro- 
viennent des nouveaux termes de II et qui s’en déduisent en les déri- 
vant par rapport à &, yt La demi-dérivée par rapport à £ donne 


(DA + E)a(a& + Bn + yf) + a D(A 0% + BBn + Cy). 


Le premier de ces deux termes est nul en vertu de la liaison; le 
deuxième terme se compose de deux facteurs, dont l’un est & et l’autre 
une fonction symétrique. On pourra donc, en mettant « en facteur, 
Joindre ce terme au terme de liaison ar de la première équation (4). 
Si donc on désigne maintenant par r l’ancienne valeur de r augmentée 
de cette fonction symétrique AaË + BBy+Cy~, les équations (4) con- 
servent la même forme et conduisent aux mêmes conséquences. On le 
voit, les termes ajoutés dans l'équation de l’ellipsoïde de polarisation 


n'ont pour effet que de changer la réaction de la liaison. En particu-. 


lier, cette remarque s FLE aux équations déjà signalées de M. Poin- 
caré (n°48), en faisant D = — 1, E=o. Elle s'applique aussi aux pre- 
mières équations de M. Poincaré qui peuvent s’écrire 


a? / ” . 


dt? “de \ dz dy “as 
dn d dé dn d£ 
am =Bân— = (AG + BS +) 
AS d dé dn nae 
a =O — 5 (AR +R + CE), 


(') Theorie mathématique de la lumière, p. 156 et 153. 


mie ES dns 


né 
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quoique ces équations ne donnent pas lieu à un ellipsoide de polarisa- 
tion proprement dit. On voit que notre remarque s’applique égale- 
ment aux équations de M. Boussinesq, dont la première se met sous la 
forme 


Ça 


à 


of 
LP ae ho, d d j 
i = À Aë ARTE ne Hit) 


§ III. — Sur l’incompressibilité de l'éther. 


51. De ce qui précède résulte un moyen de conclure sur l’incom- 
pressibilité de l’éther, ou, si l’on préfere le langage des faits à celui 
des hypothèses, sur la transversalité rigoureuse des vibrations. Nous 
avons dit que seules les théories du groupe de Fresnel restent à dis- 
cuter, l'hypothèse de Mac Cullagh et Neumann conduisant à des con- 
clusions nettement contraires aux faits de la dispersion, et nous avons 
trouvé que, si l’on assujettit les vibrations lumineuses à être rigou- 
reusement transversales, les équations différentielles de toutes les 
théories connues de ce groupe conduisent à la même formule, non 
seulement pour le rayon ordinaire, mais aussi pour l'indice du rayon 
extraordinaire, savoir 


I 3 ns ; 
(1) — = a cos?0 + a’sin?9 + (ccos*0 + c'sin?0)P. 
nr 


La condition de transversalité supprimée, le premier terme peut 


bien conserver la même forme, comme dans les théories de MM. Bous- 


sinesq, Sarrau, Maxwell, comme aussi avec les équations de M. Poin- 
caré; mais le terme de Briot est changé. Dans ces cas, nous avons en 


effet trouvé 


a 


I : ac cos?6 + a'c'sin?0 
(2) — — a cos*0 + a’sin? 0 a 
n 


acos?6 + a/sin?0 


La différence entre les formules (1) et (2), quoique faible, est acces- 
sible à l’expérience, comme on verra plus loin (n° 100). L'expérience 
peut donc un jour renseigner sur la rigoureuse transversalité des vi- 


brations. 


52. Pour donner plus de généralité à ce résultat, j’en reprends 


Fer par la méthode séométrique, à veal 
| tages CORRE) eae 4 
re 


ON la normale au ans ne située vag le a yOxi tO 


0 l’'angle que fait cette normale avec l’axe optique Os; ~ 
OI l’élongation rigoureusement transversale et égale à r. 


Fig. 6. 


Je décompose OI suivant Oy et Oz en deux composantes 
OK=cos8, ~OL=siné. 
Ces composantes donnent lieu aux forces 


C cos9 suivant Oy, 
C’ sin @ » Oz, 


dont les composantes efficaces, dirigées suivant OI, sont 
É LL 
C cos? 0 et C'sin? 0. 


Le terme de dispersion de Briot sera dope, quelles que soient les réac- 
tions élastiques de l’éther, 


(c cos? 9 + c'sin?9)/?, 


Si la vibration n’est pas rigoureusement transversale et fait avec le plan ÿ 
de Ponde-un agle constant w, compté positivement quand la vibra- 
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tion se rapproche de l’axe Oz, on trouve de même, pour le terme de 
Briot, 
Le cos (0 + w) + c'sin?(9+ w)]2. 


Si l’on connait 6, €’, 0 et la valeur numérique du coefficient de /?, 
on peut, jusqu'à un certain point, en déduire w regardé comme indé- 
pendant de À. Ainsi, sans admettre d’autre idée préconçue que le prin- 
cipe fondamental adopté (n° 30), on peut, par l'étude expérimentale 
du terme de Briot, non seulement savoir si la vibration est dans le plan 
de l’onde, mais encore mesurer jusqu’à un certain point l’angle qu’elle 
fait avec ce plan. Ce dernier résultat est, il est vral, moins certain, 
car l’angle w peut varier un peu quand on passe d’une radiation à une 
autre. 


§ IV. — Vérification expérimentale des théories précédentes. 


53. Mes observations, je dois le dire, ne permettent pas de résoudre 
cet important problème de la transversalité rigoureuse des vibrations: 
mais elles touchent de bien près à la solution, et je ne doute pas que 
celle-ci ne puisse être atteinte par des moyens supérieurs à ceux dont 
j'ai pu disposer. Donc je m’abstiendrai de conclure dans ce Mémoire 
sur l’incompressibilité de l’éther, pour m’attacher seulement aux hypo- 
thèses de Fresnel et de Mac Cullagh et Neumann; mais je ferai l’exa- 
men expérimental de ces hypothèses avec tous les soins et tous les dé- 
veloppements que mérite une si grave controverse. 


54. Tout d’abord, il faut assurer la base de l'analyse précédente 
par une bonne détermination des coefficients de dispersion cet c’ re- 
latifs aux deux indices principaux. Les valeurs déduites des nombres 
de M. Mascart n’ont pas une précision suffisante. Cette base, solide_ 
ment posée, je rappelle les conclusions à vérifier. Dans l’hypothése de 
Fresnel, le coefficient du terme de Briot a la valeur constante c, pour 
le rayon ordinaire; ce coefficient augmente de c, à c, pour le rayon 


o 5 x TT 
extraordinaire quand l’angle de l’onde plane avec l’axe croit de o à 


Dans le systéme de Neumann, c’est l'inverse : constant pour le rayon 
extraordinaire, il décroit de c, à c, pour le rayon ordinaire. 
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55. Voici d’abord un fait incontesté : 


L'indice de réfraction de chaque radiation est constant pour le rayon 
ordinaire, quelle que soit la direction de l’onde plane. 


Compatible avec la première hypothèse, cette loi est manifestement 
contraire à la deuxième. Quelle est donc sa certitude? Quelles expé- 
riences ont été faites pour la contrôler? Verdet rapporte (‘) celle de 
Brewster (?), qui est seulement qualitative, et celles de Swan (*). Ce 
savant mesure l'indice ordinaire du spath au moyen de prismes taillés 
dans différentes directions; il emploie la méthode du minimum de dé- 
viation et opère avec la lumière de I’alcool salé. Il obtient les résultats 


suivants : 
Indice ordinaire 


du spath. 

Rayon réfracté parallèle à l’axe................ 1,658367 
» perpendiculaire à l’axe.......... 66 

» Mu. le pointes 61 

» » LAON nai ser ea 84 

» 41452 0e LAS MERE ee ce 85 

» HOT CG AXE AE 89 
Moyenne....... oa! 5058379 


Les différences ne portent que sur le cinquième chiffre décimal; elles 
sont de l’ordre des erreurs d’observation. D’autre part, pour la raie D 
et d’après les calculs précédents (n° 41 et 42), la valeur de c,/? serait 
0,000436, tandis que celle de c,/? est négligeable. Ainsi, dans l’hypo- 
thèse de Neumann, l'indice ordinaire varierait d'environ 43,6 unités 
du cinquième chiffre décimal, quand on passe du rayon parallèle au 
‘ayon perpendiculaire à l'axe optique du spath. La réponse est écla- 
tante. 


56. Cependant, malgré leur précision, ces expériences laissent place 
au doute : peut-être une compensation s’établit-elle entre la variation 
du terme de Briot et celle des autres termes de dispersion, de façon à 
maintenir approximativement la constance de l'indice ordinaire de la 


(1) Lecons d’Optique physique, 1.1, p. 530. 
(2) 13 Rep. of. Brit. Assoc., p. 7. 
(3) Edimb. Trans., t. XVI, p. 375. 
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raie D? Pour lever cette objection, il faut observer les indices ordi- 
naires dans une grande étendue du spectre. La constance de tous ces 
indices entraînera nécessairement celle du terme de Briot et même 
aussi celle des autres termes de dispersion. Telles sont les vérifica- 
tions faciles et décisives qu’on peut opérer sur le rayon ordinaire. 


57. Pour faire la démonstration plus complète, on doit étudier la 
variation du terme de Briot pour le rayon extraordinaire. Aucune vé- 
rification n’a été faite dans ce sens; cependant on sait que, pour une 
onde plane perpendiculaire à l’axe, le rayon ordinaire et le rayon ex- 
traordinaire coincident. La constance du coefficient c du rayon ordi- 
naire une fois établie, il résulte de cette loi que, pour le rayon extraor- 
dinaire, le coefficient de Briot varie de c, à c,, quand l’angle de l’onde 


. . A vy . ’ . 
plane avec l’axe du cristal varie de o à = Mais, cette démonstration a 


l'inconvénient de faire rentrer la nouvelle vérification dans la première, 
relative au rayon ordinaire; aussi déterminerai-je les valeurs du terme 
de Briot, pour le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire, dans un 


ë 3 PRESQUE Tw 
azimut intermédiaire entre o et is 


58. Voici le plan d’expériences que ces considérations m’ont conduit 
a adopter : 

1° Reprendre la détermination des formules de dispersion pour les 
indices principaux du spath; 

2° Mesurer les indices ordinaire et extraordinaire des différentes 
radiations pour une onde plane faisant avec l’axe un angle constant 
connu, de facon à en déduire les formules de dispersion pour les deux 
rayons dans cette direction. 

Les grandes longueurs d’onde influent le plus sur le terme de dis- 
persion de Briot : des calculs précédents il résulte (n° 35, 36, 37, 41, 
42) que, dans le spectre ultra-violet, le terme de Briot est négligeable ; 
dans le spectre visible il est sensible, pour devenir prépondérant dans 
le spectre infra-rouge. Les courbes montrent ces faits avec évidence. 
J'ai donc borné à ces deux dernières régions du spectre mes recherches 
qui, à cet égard, se divisent en deux parties : | 

1° Observations des raies de Fraunhofer avec le goniometre ordi- 


naire; 


2° Observations des radiatio par la mét ho e de 
M. Mouton. | | 2 in thle 

La précision des pointés est au moins dix fois plus forte dans le | re 
mier cas que dans le second; de là la nécessité, pour les premières ob- + 
servations, d’une étude minutieuse des erreurs systématiques; cette = 


» 


étude devient à peu près inutile dans le second cas. _ ae 


CHAPITRE IY. 


ETUDES EXPERIMENTALES SUR LE SPATH D'ISLANDE. 


§ I. — Observations dans le spectre visible. 


GONIOMETRE ET PRISME. 


59. Ces observations ont été faites à l'École Polytechnique, au labo- 
ratoire de M. Cornu, avec un goniomètre de Babinet, construit par 
MM. Brunner. Cet admirable instrument, que mon ancien professeur 
m'a fait l'honneur de me confier, a été décrit par lui-même (‘}. Le 
cercle est divisé dans le sens des aiguilles d’une montre; la division 
extrême du vernier donne les 3”. Je comptais employer aussi le prisme 
de spath qui lui a servi dans son second Mémoire sur le spectre normal 
du Soleil (?). L’utilisant lui-même pour la suite de ce travail, M. Cornu 
a poussé la bienveillance jusqu’à m’offrir d’en commander un à mon 
gré à M. Pellin. 

Voici la taille que j'ai adoptée. 


60. Soit decg, afbh, d'e’... le rhomboedre de spath, appuyant par sa 
face d’e’c’ g’ sur le plan vertical et ayant son axe ac, a’c' horizontal. Le 


————. 


: (1) danales de l’École Normale, 2° série, t. I, p-. To: 
(*) Ibid., 2° série, t. IX; 1880. be 


* 
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plan horizontal de cet axe découpe dans le cristal un parallélogramme 
abcd. Je choisis les bases du prisme parallèles à ce plan; par suite, les 
aréles sont verticales. Enfin, pour définir l’orientation des faces latérales 
du prisme, je mène deux plans AB, AC (fig. 7), faisant avec l'axe ac des 


Fig. 7. 


angles de 30°, puis un troisième plan BC perpendiculaire à l'axe. J’ob- 
tiens ainsi le prisme équilatéral ABC, tel que l’axe est, dans le plan de 


la section droite, la bissectrice de l’angle À. Pour reconnaitre les 
angles, j'ai inscrit les lettres A, B, C, en tournant de droite à gauche 
sur la base supérieure. Des petites faces naturelles, que j'ai fait con- 
server comme faces témoins sur les sommets, permettent de définir 
exactement l'orientation cristallographique des faces du prisme. 


61. Les avantages que j'ai trouvés dans cette taille sont les suivants : 
d’abord les faces naturelles laissées sur les arêtes verticales A et C 
sont très propres à définir la position de l'axe dans le plan de la base 
du prisme; puis, si l’on observe successivement à travers les trois 
angles A, B, C, l'onde plane passera par l’axe, puis fera avec lui, de 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.10 


S:74 E. CARVALLO. 


part et d'autre, des angles de 30°. Pourle rayon ordinaire, on pourra 
vérifier la constance de l'indice ; de plus, les deux positions symétriques 
devant, dans toutes les théories, donner le même indice, la variation 
de celui-ci fera connaître la grandeur des erreurs accidentelles. Pour 
le rayon extraordinaire, l'observation à travers A donne l'indice mini- 
mum; puis la double observation à travers les angles B et C constitue 
un retournement qui permet d'éliminer l'erreur provenant de l’indéci- 
sion sur la position de l’axe optique. 


MÉTHODES D'OBSERYATION. 


62. Le réglage a été fait par les méthodes de M. Cornu ('), sauf de 
légères modifications que j’indiquerai. Pour la mesure de l’angle ré- 
fringent, on connaît deux procédés : le premier, utilisant l’oculaire na- 
diral qui permet de pointer le réticule sur son image par réflexion 
normale, a dû être abandonné parce que la lunette ne possédait plus 
cet oculaire. J'ai alors employé la méthode qui consiste à mesurer le 
double de l’angle réfringent : on pointe avec la lunette successive- 
ment les images de la fente du collimateur réfléchies par les deux faces 
du prisme. 

Contrairement à une opinion assez répandue, cette méthode peut 
donner d’aussi bons résultats que la première, pourvu qu’on ait soin 
d'éliminer les erreurs systématiques. 

Pour l'indice du rayon ordinaire, la méthode employée est celle du 
minimum de déviation; elle s'applique au rayon extraordinaire observé 
à travers l'angle A; mais, dans les angles B et C, la variation de l’in- 
dice avec la position du rayon lumineux fait que, dans la position du 
minimum de déviation, les rayons incident et émergent cessent d’oc- 
cuper des positions symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle 
réfringent, et la formule classique 


sin 


I f Pre 
sin 


(1) Spectre normal du Soleil, 2° Partie (Annales de l'École Normale, 2° série, t. X ; 
1880). | 


| 
; 
; 


as État  —_ T= SS de. 
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n’est plus vraie. Il faudrait employer les formules de M. Cornu ('‘), 
qui exigent la mesure difficile des angles d'incidence et d’émergence. 
Il y a plus, les diverses radiations inégalement réfrangibles suivraient 
dans le cristal des chemins différents, circonstance peu favorable à 
Pétude de la dispersion dans une direction déterminée. J'ai préféré 
faire l'observation dans la position symétrique, de façon que, dans le 
cristal, le rayon lumineux soit toujours perpendiculaire à la bissectrice 
de l’angle réfringent. J'ai utilisé dans ce but l’image du collimateur 
réfléchie sur la troisième face du prisme. 


63. Il suffirait, en effet, de faire coincider l’image réfléchie et 
l’image réfractée si la troisième face était rigoureusement perpendicu- 
laire à la bissectrice de l’angle réfringent; mais il n’en est pas ainsi. 
Soient 


ABC la section droite du prisme (fg. 8); 
ADF la bissectrice de l’angle A; 
DG Ja normale a BC. 


On peut assimiler le rayon réfracté dans la position symétrique à un 
rayon réfléchi sur une face idéale DE, dont la normale est ADF. Des 


Fig. 8. 


A 


= 
Q@---2--2------ 


lors, soient SD le rayon incident, DR et DR’ les rayons réfléchis sur les 
faces DE, BC. J'imagine que toutes les droites menées par D sont limi- 


(1) Annales de L'École Normale, 2° série, t. Ill, p. 238. 


par lag ares OT ene oe sur sa one Ni NIMES pos 
de gauche à droite, dans le sens de la graduation du goniomè fe. ] 


ainsi 


(1) Boe lectureR’—lectureR = RR'— 2FG. 


Pour évaluer FG au moyen des angles du triangle, je mène DH pa- ; 


rallele à AB; il vient ~ 
FG = FH + HB + BG. 


Or ona 
oN 


FH=+ 4; B= 


Portant ces valeurs dans l’égalité (1), j'obtiens 


lectureR'— lectureR = ii + oB —T— B — C. 


_Si l'on ar par refl. la lecture du cercle gradué pour la position 
de la lunette pointant le rayon réfléchi, par réfrac. la lecture noue le 
rayon réfracté, enfin, si l’on joint au précédent résultat ceux qu’on 
obtient pour les autres angles, on a 


ATITAVErS A TCIl = TÉITAC. gles st es re c 
» B, il ie oem versace Cr 
» C, » Asie s'elo ts a ei À —_ B 


64. Avant de passer à l'étude des causes d’erreurs, il importe de 
savoir avec quelle précision il faut pointer l’image réfléchie pour que 
l'erreur commise sur ce pointé n’entraine pas une erreur sensible sur 
la valeur de l'indice. L'indice x du rayon extraordinaire qui fait avec 
axe optique du cristal un angle 0 est donné par la formule 


1 1 I 
— 2 —= sin? 
5 = 33 00879 + =; sin*b, 


n° 0 je 


où n, et 2, représentent les indices principaux ordinaire et extraordi- 
naire, 


. L 
ree RE er À 


| 
| 

1 
4 
4 
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Cette formule différentiée donne 


3 
an — — RE ED ) sina an. 


2 2 
DAT 5 


oa i 
Si l’on fait 0 = 30°, puis qu’on remplace les indices par les valeurs 
relatives à la raie D, et dû par Ja mesure trigonométrique de l'arc 


de 1’, on trouve 
dn = 0,000 047. 


Si donc on veut que dn ne dépasse pas À unité du cinquième chiffre 
décimal, il faudra que dû ne dépasse pas o’,r. D'ailleurs, la variation d 
égale la variation dr de l'angle de réfraction; or, de la formule 


sin¢=nsinr, 


on déduit 

= osr 

Ln a hike 
COSL 
Faisant, dans ces formules, 
roe; N= 1,0; 

il vient ; 

d= pasar 


Ainsi, l’angle z, et par suite la position du prisme sur la plate-forme 
devra être déterminée a o’,2 pres. Enfin, la rotation de l’image réflé- 
chie étant double de celle du prisme, le pointé de cette image devra 
être fait à moins de o’,4 ou 24”. Cette précision très grossière sera 
facilement atteinte malgré la mauvaise qualité de l’image réfléchie, 
qui est fortement dépointée quand la lunette est disposée pour la me- 
sure de la déviation du rayon réfracté. 


§ II. — Erreurs systématiques. 


65. La principale cause d'erreur dans les mesures d’indices est due 
aux dépointements que la courbure-des faces du prisme conduit à faire 
subir à la lunette. Dans la mesure de l’angle réfringent par la méthode 
que j’ai employée, une autre cause grave d’erreur résulte de la diffi- 
culté de régler le collimateur, de façon que la fente soit exactement au 
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foyer principal de l'objectif. M. Cornu, qui a signalé ces causes d’er- 
reurs, en a donné la théorie et calculé les formules de correction (‘). 
Je vais reprendre cette double étude à un point de vue différent et plus 
général; je comparerai les formules obtenues par les deux méthodes ; 
enfin, je montrerai quels avantages présentent les miennes. 

Dans l'observation des raies de Fraunhofer, l’usage d’une lentille 
collectrice placée en avant de la fente fait que le pinceau lumineux 
couvre tout le prisme; de cette façon, son axe passe par les centres 
des faces. C’est là une condition nécessaire à l'établissement de la 
théorie; car, si l’axe du pinceau perce les faces du prisme en des 
points qui varient d’une façon inconnue, l’angle réfringent n’est pas 
exactement défini et varie d’une observation à l’autre. Il en résulte 
une grande incertitude sur l'indice malgré la finesse des images et la 
précision des pointés qui devient illusoire quand on ne fait pas usage 
de la lentille collectrice. D'ailleurs, pour conserver la finesse des 
images, il suffit, comme l’indique M. Cornu, de diaphragmer le prisme 
afin d'éviter l'influence des bords des faces; cette opération doit être 
faite avec soin pour que les diaphragmes des trois faces se corres- 
pondent exactement dans la position symétrique du prisme pour la 
mesure de la déviation du rayon réfracté. Le prisme ainsi diaphragmé, 
réglé avec soin par les méthodes de M. Cornu, a été centré sur la 
plate-forme par le procédé des tourneurs. 

Je me suis assuré, en outre, que l’axe du tirage de la lunette coin- 
cide avec son axe optique. Pour cela, j’ai pointé la lunette directement 
sur le collimateur, puis j’ai fait varier le tirage. J’ai ainsi constaté que 
le réticule, dans son mouvement, reste au centre de l’image dépointée 
du collimateur. Cette condition n’est utile à remplir que si l’on ne fait 
pas les pointés à droite et à gauche avec le même tirage. Elle n’était 
donc pas nécessaire pour mes observations définitives, où, naturelle- 
ment, cette précaution a été prise, mais seulement pour celles qui ont 
servi à vérifier les formules que je vais établir. 


(1) Annales de l'École Normale, 2° série, t. X; 1880. 
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INFLUENCE DU DEPOINTEMENT DE LA LUNETTE, 


66. Sur l’azimut du rayon réfléchi. — Soient 


ABC le prisme supposé convexe (fig: 9); 

I la trace de l’axe de l'instrument et le centre du prisme ; 

Q le centre de la face AB; 

SQ l’axe du pinceau incident supposé parallèle à AT; 

QR l'axe du pinceau réfléchi à gauche; 

JO la position de l’axe optique de la lunette supposé parallèle à QR; 
J la position du réticule dans le plan focal principal ; 

O le centre optique de l'objectif. 


Le rayon SQ, réfléchi suivant la droite QR parallèle à l’axe optique /O, 
vient passer par le foyer principal f. Mais le pinceau qui a pour axe QR 
est divergent en vertu de la convexité des faces du prisme; il vient 
done converger, apres avoir traversé l'objectif, en un point F de R/ 
situé au delà de f. On devra donc commencer par donner à la lunette 
un dépointement ; 
df —+ f F:. 

Le réticule étant alors en F,, il faudra faire tourner la lunette d’un 


angle correspondant à F,F, de facon à amener le réticule de F, en F. 
Ce mouvement aura pour effet de diminuer la lecture du rayon réfléchi 
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LAS F * 
à gauche et, par suite, la mesure de A. On devra donc appliquer à cette 


lecture (ou à l’angle A) une correction positive SA. Pour l’évaluer, je 
mène QQ’ parallèle à OR, puis je désigne par p l’apotheme IQ du 


triangle ABC, par w l’angle R/O et par / la distance focale principale 
de la lunette. On a successivement 


Fae 
OR = QQ’= IQ sin QIQ’ 


=pcos—> 
cae er 
ee es à 
FF = 0 fFi= 4 eos > a, 
FF, _p 


A, 
Angle correspondant à FF, ou dA = ~ cos race (f+ df); 


Or 7 

d’où, en définitive, en négligeant of devant /, 
À 

(1) JA =+ Ff cos 


Telle est la correction qu’il faut porter à la lecture du rayon réfléchi à 


gauche ou par ce fait à À, pour un allongement èf de la lunette. 

67. Sur l'azimut du rayon réfracté. — Soit SPQR (fig. 10) la marche 
de l’axe du pinceau lumineux réfracté à gauche. Pour avoir la valeur 
exacte de la déviation A, je devrais placer l’axe de la lunette suivant 
JO parallèle à QR. Dans cette position, QR parallèle à l'axe optique se 
réfracte suivant R /, et, comme le pinceau QR est rendu convergent par 
la convexité du prisme, son foyer est sur Rf en deca de /, quelque 
part en F. On est done conduit à raccourcir d’abord la lunette en ame- 
nant le réticule de / en F,. Je désigne ce dépointement par 


= fFi: 


On fera ensuite tourner la lunette de façon à amener le réticule de F, 
en F. Cette opération a pour effet de diminuer la lecture du rayon 
réfracté à gauche et, par suite, la déviation A d’un angle correspon- 


| 
| 
| 
| 


INFLUENCE DU TERME DE DISPERSION DE BRIOT, ETC. + 28487 
dant à F,F. Il faut donc porter à cette lecture ou à A une correction 
positive 6A dont voici le calcul : 

OR = QQ'—IQ sin QIQ’=p sin es 
_OR_ pi A+A 


OF 2 ones 
EF =o. fre Psin SES (— af) So 
Angle correspondant à FF, ou = RE =— PT sin ES : (ff + of), 
1 


(2) dA =— L Sfsin 


68. Remarquons que, dans les formules (1) et (2), la ligne trigo- 


Zeke A . A+A : see eu 7 : 
nometrique cos ou sin qui multiplie AS represente toujours 


sinQIQ’; de sorte que, si, dans l’observation du rayon réfléchi, au lieu 
de considérer un rayon incident parallèle à AI, comme dans la fig. 9, 
on considère le rayon qui se réfléchit dans la position du minimum de 


A : : 
» et la correction qu’il 


réfraction (fig. 10), l’angle QIQ’ est égal à tal 


Ann. de lV’ Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. Sell 


+ 


69. Je vais maintenant Fois que …. es 
cordent avec celles de M. Cornu. © 


Correspondante à la formule (1), l'éminent physicien trouve (| 


phe Pros |) ayes PE eet 
DD en if? pcost 


où x représen te le dépointement Sf. On en déduit 


ra 


2 am cA — + cot à avec 
d’où l’on tire dé te 
sA= FE cos: 
ce qui est re formule (1). ,; 
= Dans le deuxième cas, M. Cornu fait porter la correction sur l’angle À 


au lieu de la faire porter sur À, et il trouve (*) les formules 


cos à, 


Are re AE 
vA 2 Pek FA Ru 2 
ta ME ce D 2 rie > 
: ” P fi sin? 


où y représente — df. 
Je tire de la 


À A+A 
sin = cos? == Sin Sa 


a A 
Aerie ee LS eee 
p f sin : cos Late 
2 2 
et en remplaçant P sin“ à par oA, d'après ma formule (2), 
S sin ye cos = = “3 
A= tA — 
sin _ 
2 


ne ER PA et ne ji, O7 


(1) Spectre normal du Soleil, Ue Partie, p. 59 et 61. 
(2) Ibid., p. 58 et 64. 
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E RC eee 
Si, au lieu de faire porter la correction sur A, on veut la faire porter 
| sur À, comme dans ma formule, on doit différentier la formule qui 
donne 7 en laissant » constant; il vient 
AAA ner 
: sin = SIN —>5 
4 2 
à 
l cos À TA (aa + dh) = n cos À da, 
A AR 
| n cos es —— COS = 
4 Te me 


cos 


2 


remplaçant, dans cette formule, dA par la valeur 6’A de M. Cornu, on 
aura Ja valeur équivalente de dA; je remplace en même temps 7 par 


a ANTE aX 
sin 
; il vient 
Sit 
GE) 
PACA 
sin 
2 aks /a\ 
cos — cos 
ae ey." 2 
sin— cos sin = 
dA = dA een 
sin — cos 
2, oy 
ess Koran 
= sin cos — — COS Sin — }» 
5 EN 2 aaa 
sin — 
2 
ou enfin 
dA = OA, 


Ainsi la valeur de dA qu’on déduit de la formule de M. Cornu est égale 
à la valeur 6A donnée par ma formule (2). 


70. On le voit, il y a bien concordance entre les formules de 
M. Cornu et les miennes; mais elles présentent une différence essen- 
tielle. Dans mes formules, je fais intervenir, non pas le rayon de cour- 
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bure » des faces du prisme, mais le dépointement même de la lunette. 
Si l’on s’abstient, par exemple, d'exécuter le changement de mise au 
point provoqué par la courbure des faces, les corrections données par 
mes formules (1) et (2) s’annulent. 

Les corrections de M. Cornu supposent, au contraire, qu'on opère 
exactement la mise au point de la lunette à chaque pointé. Si, dans 
_cette opération qui est toujours un peu indécise, on commet une erreur 
df, il en résulte, sur les corrections mêmes, des erreurs proportion- 
nelles à df, et que font connaître mes formules. 

Un autre avantage est dans la démonstration même que j'ai em- 
ployée. Celle-ci distingue explicitement l’axe du pinceau lumineux et 
l’axe optique de la lunette. Elle ne permet donc pas, entre ces élé- 
ments, la confusion que la théorie de M. Cornu paraît avoir laissé 
échapper à M. Macé de Lépinay ('). Cet habile observateur pense éli- 
miner l'influence de la courbure des faces sur la mesure de A par 
usage de la lentille collectrice. « Par là, dit-il, les axes des faisceaux 
» lumineux percent les faces du prisme en leurs centres. » Cela est 
vrai. Les angles réfringents, conclut l’auteur, sont formés par les plans 
tangents au prisme en ces points. Là est la confusion. La conclusion 
est vraie à proprement parler; elle est vraie dans ma théorie, mais 
il n’en faut pas moins appliquer la correction de dépointement de ma 
formule (2). Elle doit être regardée comme fausse dans la théorie 
de M. Cornu. 

Ici en effet, par un élégant artifice de démonstration, on regarde 
comme angle réfringent l’angle des plans tangents au prisme aux 
points où celui-ci est percé, non par les axes des faisceaux lumineux, 
mais par les axes optiques des lunettes. Ma méthode de démonstration 
ne permet pas le doute à cet égard. Heureusement, la courbure des 
faces du prisme était très faible dans les recherches en question (les 
résultats de la mesure des angles en sont la preuve), de sorte qu’il n’en 
est pas résulté d'erreur sensible sur les indices. Ceux-ci demeurent 
très bons (?). 


(1) Journal de Physique, p. 192, avril 1887. 


eat re nn : : A A 
(2) D’après l’auteur, l’erreur commise sur A est 6”, sur — elle est 3”; on en déduit, par 
2 
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INFLUENCE D'UN DÉFAUT DE MISE AU POINT DU COLLIMATEUR. ~ 


71. Sur la mesure de l'angle réfringent. — Soient O (fig. 11) le 
centre optique de l'objectif et F la fente du collimateur. FO coupe en f 


Fig. 11. 


le plan focal principal, de sorte que le collimateur a subi sur sa posi- 
tion normale le dépointement 


of=+ fF. 
la formule de M. Cornu, ‘ 
er de à à. 
Ô ui tang 
es 0,000 008. 
p 


La correction qu’il faut appliquer à l’angle réfringent, dans la mesure de l'indice, est 
donnée par la seconde formule de M. Cornu 


Pour 


= 5o°, elle donne 
6! 


—=10,000\0I==2 = 0,0. 


Il en résulte sur l'indice l'erreur, à peu près négligeable, 


0,000 01. 


“à 
os 
os ss. 


Pi 
le alate focal eee en 9. Des eke 
l'être à Of La lecture du rayon rh ces par 
doit donc subir la correction Ne 
LT ay O K oh a “oh 

Je calcule cet angle; j’ai successivement, en désignant or w PRE , 
 OFRet confondant OR a avec QQ’ qui n’en diffère que ¢ dan THE = 
l'ordre de of, a. 


on 


; ; ; A P A, 
j — = 1 — = = OF = —-— Sele 
te QQ'— IQ sinQIQ'= p cos ne am af 


Je = PPT cos à. f0o= fe — EY cose. 


DF ese 


Portant cette valeur dans l'expression de 3A, j’obtiens enfin 
(3) 


72, Sur e mesure de la déviation du rayon réfracté. — Soit FROPR’ | 
À Jig. 12) la marche de l’axe du pinceau qui traverse le prisme, FR 


Fig. 12. 


Fe | coupe le plan focal principal du collimateur en 9. Dès lors, OR est pa- 
ie rallèle à Oo au lieu de l’être à Of. 
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La lecture du rayon réfracté, et par suite la déviation A, doit donc 
subir la correction 


Comme précédemment, cet angle se calcule au moyen de l'angle QIQ’ 


c A + A niche 
qui a pour valeur ; on a, en définitive, 


fe 2 


Je vais maintenant examiner quelques conséquences des quatre for- 
mules que je viens d'établir. 


73. Pour simplifier les explications, je supposerai que le collima- 
teur et la lunette ont méme distance focale principale; mais cette hy- 
pothèse n’est pas nécessaire aux conclusions. J'imagine qu’on ait pu 
régler exactement les deux instruments sur l’infini. Je passe à la me- 


sure de l’angle A; je suis conduit à changer la mise au point de la lu- 
nette. Si les faces du prisme sont convexes, il faut allonger le tirage. 
Au lieu d’opérer cet allongement tout entier sur la lunette, je le ré- 
partis également sur la lunette et sur le collimateur. Soit df= à, f la 
valeur commune des deux allongements; je dois ajouter à la lecture du 
rayon réfléchi, à gauche, les corrections données par mes formules (1) 
et (3), savoir 


Ig gee os 

(1) OA) ee 7? COS — » 
| 4 10 A 

(3) OA — — pee cos = 


dont la somme est nulle. 

Ainsi l’erreur qu’entraine la courbure des faces sur la mesure de A 
peut être eliminee. 

Au cortraire, les formules (2) et (4) donnant des corrections de 
même signe, ce procédé ne permet pas d'éliminer la méme cause d'erreur 
dans la mesure de A. Cette erreur est constante quel que soit le sys- 
tème adopté pour les tirages conjugués du collimateur et de la lu- 


nette. 
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74. Je viens de supposer que la fente du collimateur a éte primiti- 
vement placée au foyer principal de l’objectif. Mais c’est là le point le 
plus difficile du réglage. Cette difficulté était encore augmentée pour 
moi par l'absence d’oculaire nadiral. Ce qu’on peut faire avec une 
grande précision, c'est de régler un des instruments sur l’autre. Si 
donc le collimateur possède le dépointement ¢/, la lunette est par là 
affectée d’un dépointement à, f = — àf, de sorte que la somme des 
corrections données par les formules (1) et (3) sera 


Au contraire, la somme des corrections données par les formules (2) 
et (4) 


(2) oA =f “ist alt 
(4) à, À — Poe sin A= 


est ici nulle. 
Ainsi l'influence d’une erreur sur le réglage du collimateur est doublée 


EN . 
dans la mesure de A et compensée dans la mesure de À par le dépointement 
conjugué de la lunette. 


75. L'erreur de mise au point du collimateur est la plus grave parce 
qu'elle est inconnue, tandis que les dépointements causés par la cour- 
bure des faces étant connus, on en peut tenir compte par le calcul. J'ai 
pu l’éliminer grace aux qualités de mon prisme. Les trois faces sont 
sensiblement parallèles à une même droite et leurs courbures peu dif- 
férentes. J’ai pu alors conserver le même tirage pour les pointés sur les 
trois faces. L'erreur commise sur les trois angles‘est ainsi la même, et 
l’excès de la somme des trois sur 180° fait connaître le triple de l’er- 
reur commise sur chacun d’eux. Ce procédé, employé par M. Macé de 
Lépinay, permet d'éliminer en même temps l'influence du dépointe- 
ment de la lunette quand on n’établit pas la compensation précédente 
(n°73). Cependant les calculs de correction n’étant qu’approchés, et les 
circonstances n'étant pas rigoureusement les mêmes dans les mesures 
des trois angles, il est préférable d'éviter les grands écarts et d’effec- 
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tuer cette compensation, au moins en partie. Comme vérification, j'ai 
opéré avec divers systèmes de tirages conjugués. 


76. D’après ce qui précède (n° 74), l'erreur de réglage du collimateur 
n’a pas d'influence sur la mesure de A; au contraire, l'effet du dépoin- 
tement dû à la courbure des faces du prisme ne peut pas être com- 
pensé comme dans la mesure de l’angle réfringent. Pour la partie 
moyenne du spectre visible, il suffit d'appliquer la formule de correc- 
tion (2). L’achromatisme des objectifs rend / sensiblement constant, 
de façon que ¢f est donné par le dépointement que subit la lunette 
quand on vise l’image de la fente du collimateur directement, puis à 
travers le prisme. Mais, pour les radiations extrêmes, la valeur de JA 
variable avec chaque radiation est mal connue; renonçant alors à me- 
surer ¢f et, par suite, à calculer la correction, J'ai songé à faire dispa- 
raitre l'erreur. Or, d'après ce qui précède (n° 67), elle provient de ce 
que l’axe du rayon lumineux SPQR / (fig. 10) ne pénètre pas dans l’ob- 
jectif de la lunette par son centre optique, mais s’en écarte de OR. Si 
done on fait glisser le prisme sur la plate-forme parallèlement à la bis- 


sectrice de l'angle A d'une quantité convenable, l’axe PQ du pinceau 
qui traverse le prisme passera par les centres optiques des objectifs, et 
les changements de tirage de la lunette et du collimateur seront sans 
effet sur la lecture du rayon réfracté. Je vais montrer que cette pro- 
priété est conservée quand on passe de la déviation à gauche, à la dé- 
viation à droite, sans nouveau déplacement du prisme sur la plate- 
forme. 


77. Le principe est celui-ci : 

Je considère une figure quelconque A,B,C,D, (fig. 13), et une 
droite ID, coupant l'axe en I. Si l’on amène la figure dans la position 
A,B,C, D, en la faisant tourner autour de l’axe I de l’angle 


D,LD,=2D,10; 


si ensuite on retourne la figure autour de ID,, de façon à lui faire oc- 

cuper la position A,B,C,, cette dernière position est symétrique de la 

premiere par rapport à 10. Ce principe, assez intuitif, est démontré par 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. S.12 


1 5700. 
les égalités suivantes entre TA are: < a 


‘va décrit le ointA,: | | Ors WT ; 
oe s Ë fi DA Deke Dee a ire Wey 


OD,=.... = OD, ; 


d’où l’on déduit, par addition, 
Se RL del OA, = OA. ; aed d A gy 


De cette égalité résulte que A, et A, sont symétriques par rapport à + 2 
10, et il en est de méme pour see autres points. 0 


Fig. 13. ae” 


o| 


_—— 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
18 


Si la figure donnée est symétrique par rapport à ID,, le dernier re- 
tournement ne fait qu’échanger entre eux les points symétriques; donc 
la deuxième figure A, B,C, est, dans ce cas, symétrique de la première 
par rapport à 10; seulement les points symétriques des deux figures ne 
sont pas homologues. 


78. Voici l'application de ce principe a la mesure des indices. 
Soient 


I le centre de la plate-forme (fig. 14); 

Of, O,/, les axes optiques du collimateur et de la lunette; 

A,B,C, le prisme centré dans la position du minimum de déviation; 
E, le centre de la face A,C,; 


E,G la parallèle à 0,/, coupant la bissectrice de A, au point G. 


| Je transporte le prisme parallèlement à lui-même de A,B,C, en 
as A,B, C,, de la quantité A, A, = GI, de façon que le centre E, de la face 
aa vienne se placer en E, sur l’axe optique O, /. 
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En même temps, l’axe optique du collimateur percera la face A,B, 
en son centre. 


Pour la déviation à droite, j’amène le prisme dans la position A, B,C,, 
en faisant tourner la plate-forme de I’ angle 


+ 


D,ID,=— 2D,10 = 0,10 =180°— A. 


D’après le théorème précédent, la nouvelle position du prisme est 
symétrique de la premiere par rapport a 10. La condition théorique est 


Fig. 14. 


f 


his 0 és, =. LL À, 


donc encore réalisée, à savoir que les axes optiques O/ et O, f, du col- 
limateur et de la nouvelle position de la lunette percent les faces du 
prisme en leurs centres. 


vise La longueur GI, dont il faut faire glisser le prisme et que je dé- 
signe par e, se calcule à l’aide du triangle E,1G dans lequel on a 


GI—IE, sin fy 


sinG 


on en déduit 


Pour 


‘p=r, W=1,00,"— 


on trouve | 
é—10,02- 


Pour mesurer cette valeur du transport du prisme sur la plate-forme, 
j'ai fixé à celle-ci un disque gradué en millimètres suivant trois direc- 
tions à 60°, comme le montre la fig. 15. 


‘ 


Dans cette figure, ABC représente le prisme supposé centré ou plu- 
tôt le support concentrique du prisme. De 5™™ en 5™™ les traits sont 
prolongés suivant toute la longueur de ce support, pour servir de di- 
rectrices. On évalue à l’œil le dixième de millimètre. Ce dispositif m'a 
donné d'excellents résultats. 


. AN Ne A 
80. Dans l'observation du rayon extraordinaire à travers les angles B 
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A 
et C, j'ai dit (n° 63) que je fixe la position du prisme par la distance 
de l’image réfléchie et de l’image réfractée de la fente du collimateur; 
les positions de ces images sont affectées des erreurs étudiées (n° 66 
et 67). Ces erreurs étant de signes contraires se détruiraient en partie; 
mais on les annule, la première en faisant porter le dépointement 
moitié sur la lunette, moitié sur le collimateur, la seconde en dépla- 


gant le prisme comme je viens de l'indiquer. 


81. Voici quelques observations destinées à vérifier les formules 
précédentes et à montrer l'importance des erreurs qu’elles représen- 
tent. 


Tirages de la lunette pointée sur l’image de la fente du collimateur, ) = 22°. 
Directement. RE: rentes ere 26,86 
Par réflexion sur la face a............ 18,82 
Dépointement : Ôf........... == SO 


On en conclut que la face a est concave. Le rayon de courbure se 
calcule par la formule de M. Cornu (') 


ù te 
2 f? ; 
PE + ay 5 avec Lex 00°, 
df cost ‘ 
sf —— 8™, of. 


On obtient 
: p =— 96™, 90. 


La face est relativement tres bonne, sa courbure faible; les autres faces 
sont aussi concaves et ont des courbures peu différentes de la pre- 
miere. Il m’a fallu, pour arriver à ce résultat, rendre plusieurs fois le 
prisme au constructeur en lui indiquant les modifications a apporter a 
chaque face. 

J'ai fait ensuite varier le tirage de la lunette. Pointant, pour chaque 
tirage, l’image réfléchie à droite sur la face a et lisant un seul micro- 
scope, j’ai obtenu les résultats suivants : 


(1) Spectre normal du Soleil, II° Partie, p. 63. 


| i 
E. cae b 


Microscope | 
droit. 

300.32.51 

32.30 

32.18 

31:04 

31.48 + 

31.24 87 
300 31.15 96. 


Dans ce Tableau, toutes les différences sont rapportées à la première 
observation ; la colonne à/ donne les dépointements; oC obs. représente 
ce qu’il faut ajouter à chaque observation pour reproduire la première ; 
oC calc. est la correction calculée par la formule 


où l’on fait ; 
P= 06,0%, TEU Betas Dot. 


La vérification est, on le voit, très bonne et indique que l'axe du 
tirage de la lunette coïncide très exactement avec son axe optique. Le 
Tableau montre que, pour le tirage qui correspond à la mise au point 


exact (environ 18%"), l'erreur commise sur € par le fait du dépointe- 
ment est environ 1’. Pour = 1,66, cette erreur entraine sur n l’er- 
reur énorme 0,00025. Avec une courbure double de la face, ce qui 
n’est pas exagéré dans le cas du spath, il en résulterait une erreur égale 
40,0005. Si l’on observe avec deux prismes de courbures inverses, 
l'écart des deux observations sera doublé. Les erreurs sur la mesure 


de A sont de même ordre. On voit combien la précision des pointés 4 


des lectures du cercle peut devenir illusoire. On ne doit done pa 
s’étonner des grands écarts que présentent les déterminations des dif- 
férents physiciens pour le corps qui nous occupe, et il convient de 
les attribuer bien plutôt aux causes signalées qu’à la variété des 


(1) Le changement de signe de cette corr ection vient de ce que l’image est réfléchie à 
droite et non à gauche comme dans la formule (1) (n° 66). 
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échantillons employés pour la matière transparente du prisme. C’est 
la d’ailleurs un point qui a été très bien mis en lumière par M. Cornu 
dans son Mémoire souvent cité sur le spectre normal du Soleil. 


CORRECTIONS DE TEMPÉRATURE. 


82. D'après M. Fizeau (! ), 0 étant la température exprimée en degrés, 


n, et n,., les deux indices principaux du spath, on a, pour la raie D, 


dn, 5 
ae 0,000000565, 
dng 5108 
dp — 279000108. 


Dans mes expériences, l’écart de température n’a jamais dépassé 
10°; j'ai donc pu négliger la variation de n,. Celle de n, est notable; 
je rameénerai toutes les observations à la température de 22°, qui est 
celle du plus grand nombre de mes expériences. 

L’influence de la température est surtout très grande sur la varia- 
tion des angles réfringents. M. Fizeau (*) donne en effet pour coeffi- 


cients de dilatation du spath, : 
Dato laidirection de l'axe optiques... mains à — + 0,000026796 
Dans la direction perpendiculaire à l’axe optique ...... a’ = — 0,00000327 


On en déduit facilement 


i Herr 
eS /, à LS r 
HUIT De OU aoa eae 074 


Ces valeurs coincident avec celles que j’ai obtenues par l'observation 
directe des angles, comme on verra plus loin (n° 83). 


TR À F Sosy, FE 
Pour 69 =-+ ro°, on aurait he — — 0’,48. Sur l'indice 1,66, cette 
ae A : : a 
variation à — entraine la correction considérable 
2 


on =+ 0,000245. 


(1) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXVI, p. 460. 
(2) Ibid., p. 467, 468 et 471. 


83. Angles du prisme. — Voici le Tableau des RE pene aa 
tenues pour la mesure de chaque angle, avec l'indication de la tempé- 


: 


rature 0 et du tirage 7 7 de la lunette : or pi Bee 
. a 


2 D ; 2B. 2C. Dates. : a 


120.15 ,62 119. 132178 120. 15,55 4 août 1888 
14,60 33,57 16,75 14 » 
14,55 33,23 16,65 » 

14,67 33.4 16,85 » 
15,73 Shope 15,95 16 
15,80 33,19 16,02 » 
_16,05 32,87 10700 21 
13,60 30,98 13,82 23 » 
16,05 30,22 13,32 7 déc. 1888 
120.15,48  119.30,32 120.12,75 » » 


| _ À. 
É * Les observations 8, 9, 10 marquées d’un astérisque sont les seules 
| où le dépointement ait été réparti sur la lunette et le collimateur. 

L'observation 8, faite à 22°, comparée à la moyenne des observa- 

tions 9 et 10, faites à 12°, donne pour les coefficients de dilatation des 

angles les valeurs précédemment déduites des données de M. Fizeau 

LE": _ (n° 82). Ces observations, corrigées des erreurs de dépointement de 
‘A la lunette (n° 75) et ramenées à 22° (n° 82), deviennent 


Nes. 2'A° 2B. 2C. 


Loi ee 120.14,01 119.31,60 120. 14,37 

DY Re tokens ts enters C9352 31,45 14,63 

À TS PO DO TR 14,03 DL, 27 14,69 

LOTS ao Det 13,98 31,29 1d Ve 

Re etes die cae eee 14,06 31,65 14,28 

OS eee 14510 31,48 14,37 

Reg PL Ts 14,08 31,47 14549 

SR nr ts cee 14,13 DOI 14,35 

< LA onitpene actrees 16,19 30,36 13,46 
Et: AOL. BTE SR 50 15,96 30 ,80 13,29 3 

. 7 
eae Moyennes..... 120.14,125 119.31 ,528 120.14,342 
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J'ai exclu des moyennes les quatre premières déterminations : ce 
sont les premières que j'aie faites, elles sont un peu défectueuses; la 
température, particulièrement, n’a pas été observée à chaque pointé, 
mais seulement au commencement et à la fin de la séance, ce qui est 
très insuffisant. On remarquera la concordance des moyennes avec les 
nombres de la série 8, à laquelle j’ai porté un soin tout particulier. À 
titre de vérification, J'ai mesuré en même temps, dans cette série, 
les déviations du rayon ordinaire à travers les trois angles, pour la 


flamme du sodium. J'ai obtenu, avec les valeurs trouvées pour les 
angles, 


AS ULV OLS: A ere eee eee 1 658398 
» EE ens Tome Top de 398 

» (CARE de Gone om bee 390 
Moyenne..... 1,658395 


La concordance de ces trois nombres est un contrôle précieux de la 
mesure des angles réfringents. Le même accord se soutient d’une 
facon tres suffisante dans toutes les mesures des indices ordinaires, 
comme on va voir. D’après cela, nous avons adopté, pour les moitiés 
des angles réfringents, les formules définitives qui ont servi au calcul 
des indices 


= 30° 3',54 — 0!,048(0 — 22), 


= 29°52',88 + 0,024 (0 — 22), 


LIT wile wl pp 


= 30° 3',58 + 0',024(6 — 22). 


MESURES D INDICES. 


84. Toutes les mesures sont réunies dans les cing Tableaux suivants, 
donnant le numéro de l’observation, la date, le tirage + de la lunette, 
la température 6, l'indication de l'angle réfringent , le double de la 
déviation 2A, la raie spectrale observée, enfin la valeur conclue pour 


l'indice n. 
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Numéro. 


“= 


se ete 


….….. 


ee eee 


sees 


ss... 


... 


CC 


….. 


... 


….. 


Date. 


. 1888 


T- 
nm 
26,85 

34 
26,85 
3120 
26,85 
39 
26,85 
38 
26,85 
35 
26,85 
35 


30,24 
33,21 
Be 
30,24 
dona 
D 1520 
30,24 
oral 
31,23 
30,24 
33,21 
91224 


E. 


CARVALLO. 


20,1 
20,1 
20,1 
22,0 
22,0 
22,0 
2279 
52,2 


AO wwe r>rerop & 


CNE 


>» > OT > (Or x 


104 
103 
104 


104. 
103: 
104. 


104 


104. 


29,00 
-21,97 
“2g, Lo 
29,10 
29,39 
29,28 
26,12 
26,10 


5 = 
cece 


© S 


B=) PE i=) 


s 


1,65840 
1 65838 


- 1,48646 


1, 48645 
1 ,65833 
1,65835 
1 ,60969 
1 ,600973 
1,65837 
1,65842 
1,61002 
1 ,60999 


1,65837 
39 
41 
398 
398 
390 
40 

1,65840 


38 
1,486470 
1,609778 
1,610056 
1 486477 
1 609763 
1, 610930 
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4 
- 
L IV. 
& 
3 Numéro. Date. ce 0. ob. 2A. Raie 
4 mm : un, 
date 8 août 1888 39 21,9 1 BA 02. 16,48 2 BZ 
3 PAS et ae » 39 21,9 B 92.56,75 Be 
| Dane » 39 20,5 B 105.18, 58 Fo 
. ARE » 39 20,9 B 95.19,40 Fe 
Bates » 39 21,5 B 106.56,80 G 
4 OH » 39 21,4 B 96.35,90  G; 
1 TRS n> 35 26,1 C 103.22,40 B, 
| on » 35 290 RC 03-0070. Be 
3 OAeFET. » 35 DUT C HO DH.6 Ie 
AUDPERES » 35 25,5 C 96.22,15 Fe 
c LAS. » 35 26,1 C 108. 7,78 Gh 
ND ers » 3 D1) C 97- 40,05 Ge 
WD eus top 3) 34 Domi A 103.19,83 Bo 
AAC » 31 25,0 A 71.50,96 Be 
15. » 34 25,0 A 106.25,45 Ne 
NOs » 31 25,6 A TUE OS Fe 
AT re » 34 25,0 A 108. 5,38 Go 
144708 » 31 25,5 A 73.39,30 Ge 
Ve 
ae 24 août 1888 32 20,9 A 102.43 ,97 Ao 
DATES » 32 21,4 B 101.38,55 , Ao 
CORRE » 32 DH C 102.43 ,82 AS 
Arte » 3) 20,5 A PS0 72 Ae 
Rise » 32 21,5 B 92.26, 85 Ae 
Becca: » 32 22,1 C 93.26, 40 Ae 
TETE » 34 22,4 A 109.38 , 28 Ho 
SR. » 34 DAT B 108.26 ,68 Ho 
De » 33 DA ir, C 109.38 ,08 He 
Onsen » 32 22, 0 A DA. H. 
Ghee ee 25» 35 92,0 B 97-44,65 He 
Drees 24 D 33 22,0 CG 98.49,99 He 


5.99 


ne 


1, 65292 
1,605214 
1 ,66787 
1, 617640 
1,67579 
1,624206 
1,65296 
1,605547 
1,66785 
1,618000 
1,67583 
1,624595 
T ,65292 
1,484100 
1,66788 
1,490947 
1,67582 
1,494576 


1,650054 
1,650061 
1,650057 
1,482737 
1,002887 
1,603153 
1 683205 
1,683228 
1,683209 
1,497880 
1,630369 
1 ,630700 


Les séries I, IL, III ont été faites avec la lumière du sodium; les 
séries IV et V, avec le Soleil. Dans les séries III et V et dans les cing 
res mesures de la série II, on a fait usage du disque gradué. Ces 
mesures n’ont donc pas à subir la correction de dépointement (n° 76). 
La série I, faite dans le but de vérifier la formule de cette correction, 


dernie 
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: | 
offre pour chaque observation deux pointés. Tandis que le second est | 
fait en mettant l’image bien au point, on a pour le premier laissé le | 
réticule au foyer principal de la lunette; la première de ces deux me- | 
sures n’a done pas non plus à subir la correction de dépointement. | 
Pour toutes les autres mesures, il a fallu porter à la demi-déviation la | 
correction | . 

À pdf . A+A | 
DEV 8 oe (| 
2 Die 2 
avec 
PDOs, TRS Of — 7 — 2°,685. 
: 
§ IV. — Observations dans le spectre calorifique. 


85. L’étude du spectre infra-rouge dans le spath a été faite au labo- 
ratoire d’enseignement de M. Bouty, qui m’a offert la plus bienveil- 
lante hospitalité. Je dois aussi mes remerciements à M. Mouton, qui 
m'a autorisé à employer les appareils dont il s’est lui-même servi dans 
ses recherches sur la dispersion du flint et du quartz. Je renverrai à ses 
travaux (!) pour l'étude détaillée de sa méthode. Le principe consiste 
à prendre comme points de repère les franges du spectre cannelé de 
MM. Fizeau et Foucault, obtenu par l’interposition d’une lame de quartz 
entre deux polariseurs. Les lames que j’ai employées sont celles dont 
s’est servi M. Mouton. En voici la désignation : 


Numéro. e. Ondes. 
py. 
“Ib 2: ch hs. RG Fae ae 125 2 
RS DOTE 181 3 
€ 7 1 / 
Des et ratchet eue 247 4 
RO cl tao Or 303,6 5 
DR M Le Sr ne 616 10 


Les trois colonnes de ce Tableau donnent respectivement un numéro 
DA DAT OS ; : . Sale 
d'ordre, l'épaisseur e en microns; enfin la colonne Ondes indique en 


(1) Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. XVIL, et Comptes rendus, 
t. LXXXYVII; 1879. 
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5 i ae 
nombres ronds les valeurs de >; pour la lumière blanche 


Dix 


À 


=10 010! 


Ces lames ont été employées, tantôt isolément, tantôt superposées de 
façon à obtenir de plus grandes épaisseurs. 

J’ajouterai seulement à ces renseignements les modifications aux- 
quelles j’ai été conduit, une description sommaire du dispositif expé- 
rimental, enfin les résultats. 


86. Une modification essentielle résulte de la nécessité où j'étais de 
remplacer les deux prismes à 30° de M. Mouton par un prisme unique 
à 60°. Cette nécessité est double : tout d’abord, pour avoir de l’inten- 
sité, il faut de gros prismes; je devais donc, à cause du prix élevé du 
spath, utiliser les prismes existants à 60°. De plus, je me proposais de 
prolonger l’étude du rayon extraordinaire à 30° de l’axe. Avec deux 
prismes, l'orientation cristallographique du rayon lumineux eût été 
mal définie, ne pouvant être rigoureusement la même dans les deux 
prismes. On sait que l’avantage de ceux-ci est de maintenir toujours le 
rayon lumineux dans la position symétrique qui correspond au mi- 
nimum de déviation d'un rayon d’indice constant. J’obtiens ce résultat 
par la même méthode qui m’a servi dans Je spectre visible, en utili- 
sant l’image réfléchie sur la face du prisme qui est opposée à l'angle 
réfringent. 

L'appareil de polarisation destiné à produire le spectre cannelé a 
reçu lui aussi une importante simplification : il se compose, comme 
on sait, d’une lame de quartz comprise entre un polariseur et un ana- 
lyseur. Pai remarqué que le prisme, étant biréfringent, peut lui-même 
remplacer l’analyseur. J'ai donc supprimé cette piece encombrante qui 
a l’inconvénient de faire perdre une partie de l’intensité calorifique. 


87. La disposition expérimentale est suffisamment expliquée par la 
5, ; . 9 ; = £ 20 9a x 
fig. 16 et la légende suivante, dont l’ordre suit la marche des rayons 


lumineux. 


L, lanterne. 
B, lampe Bourbouze. — 
1, lentille collectrice donnant une image de B en Fr 


. 


7 | 2. Appareil de polarisation. | 


R, ee de spath servant de polariseur. 
Q, lame de quartz parallèle à l'axe. 


L'analyseur est le prisme P lui-même. 


3. Goniomitre. 


Construit par nM. Lutz pour M. Mouton, qui d’ailleurs n’a pas eu FORCE de s'en A "+ = 


il contient les pièces suivantes : 


F, fente 
0, objectif 
P, prisme placé sur la plate-forme centrale. 
oy eA formant lunette. 

r, 7, règles portant le collimateur et la janet 
GC; ace gradué mesurant les rotations de 7”. 


formant collimateur. — 


Les graduations du cercle représentent les 10’; deux verniers sont entraînés par la 


' rotation de 7’; ils sont au vingtième, de sorte que leur lecture donne la eu Man 
graduation étant très bonne, j'ai eu avantage à lire un seul vernier. Les objectifs, achro- 
matisés pour la lumière blanche, sont en crown et flint. Leur distance focale est o™, 29. 


4. Appareil thermo-électrique. 


p, pile fixée derrière la fente F’. 

6, boîte surmontant la pile et munie d’une glace sans tain sur la face antérieure. 

G, galvanomètre fermant le cireuit de la pile. À 
m, miroir concave fixé au fil de suspension de l'aiguille. | 
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5. Lecture des déviations du galvanomètre. 
I, bec de gaz. 
M, miroir fixe. 
f, fenétre munie d’un fil vertical. 
m, miroir concave tournant avec l'aiguille du galvanomètre. 
E, échelle transparente divisée en millimètres. 


La lumière de I se réfléchit sur M, éclaire la fente f en la traversant, se réfléchit sur le 
miroir m qui donne une image de f sur l'échelle E. Cette image, observée par transpa- 
rence, mesure par son déplacement la rotation du miroir m et, par suite, la déviation de 
l'aiguille du galvanomètre. 


PRISMES. 


88. Les observations effectuées sont de deux sortes. Les premières 
ont pour but de déterminer de bonnes formules de dispersion pour les 
indices principaux du spath d'Islande. Elles ont été faites avec un 
prisme de M. Lutz, qui appartient au laboratoire. Très limpide, il offre 
une belle dimension et une taille très parfaite. Ses arêtes sont paral- 
Teles à l’axe, ce qui assure la constance des angles réfringents. Ceux-ci, 
mesurés à l’École Polytechnique, au grand goniomètre de Brunner, ont 
donné 


A 

ES 00 0); 
2 

B * 
= 29°59', 89; 
C ; 

— == 30° of 10. 
2 


J'ai utilisé seulement l'angle A. 

La deuxième partie des observations avait pour but de prolonger les 
études faites à l’École Polytechnique, avec le prisme de M. Pellin, sur 
le rayon extraordinaire à 30° de l'axe et sur la constance du rayon ordi- 
naire. Ce prisme, de dimensions plus petites et dont les angles varient 
avec la température, rend les observations plus difficiles. J'ai observé 
seulement à travers l’angle B, à cause de la facilité que présente cet 
angle pour mettre le prisme dans la position symétrique par rapport a 
la marche des rayons lumineux en faisant coincider l’image réfractée 
de la fente F avec son image réfléchie par la face opposée à l'angle 


okie Are ESS 
7 # 


Pra : Le 
5 NAS Lx 4% Lice © 

ae, Ar 2 sam Les 
2 = D 


S. 104 l 
réfringent. On a en effet obtenu, pour Pol 
la formule (n°° 63 et 83) | 


réflex. — réfract. — Ci 1,08 (à 22°). 


Cette valeur, négligeable dans le cas actuel des observations à la. ae A 
thermo-électrique, doit être encore diminuée, parce que ces observa- 
tions ont été faites à une température inférieure à 273 environ 15. ~ 


RESULTATS DES MESURES D’ INDICES DANS LE SPECTRE CALORIFIQUE. 

89. Ces résultats sont résumés dans les Tableaux suivants, dontles 
diverses colonnes offrent un numéro d’ordre, la date, les renseigne- 
ments relatifs aux lames de quartz employées, la longueur d’onde A et 
l'indice obtenu x, 

Avec le prisme de M. Lutz : 


23040 JG! 


N -4 
1 C3 À ‘ "5 

VI. — Rayon extraordinaire. à 

Lames. 3 

ON Dates. N°. Ondes. e. à. Te 4 

MITA 3 et 4 août 1888 4 5 3036 «08 1,48019 \ 
ASE 4 et 6 déc. 1888 | 4 5 303,6 1,08 1,47988 
Sue 30 juillet 1888 3 4 247 1,45 1 ,47789 
Fe sete pict I et 2 août 1888 4 5 303,6 + 1,47661 
k aa 9 juillet 1888 I RS, 125 pap 1,47456 
LENS CR 2 février 1889 1 2 125 2 19 | 1,47534 


MIT Rayon ordinaire. 


Lames. 
Jos 
N Dates. Nor, Ondes. e. JE TL 
; DATE be 
TR 20 juillet 1888 4 5 303,6 1108 1,6424 
n° . ar Be 15 février 1889 5 10 616 1,22 1,6403 
n ies Te 25 juillet 1888 3 4 247 1,45 1,6361 
y pre A, 15 février 1889 5 10 616 1,54 1.6350 
‘ ; Pines i 23 juillet 1888 4 5 303,6 1577 1,6308 
"28 : es 1° mars 1889 5et2 13 997 1,98 1,6279 
art: car ise toy 30 jui r , 
: Be: o juin 1888 5 10 616 2,14 1,6239. 
i, 
ing 
sie 
7 
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Avec le prisme de M. Pellin : 


B 
2 


= 29°59’, 4; @=15° (valeur moyenne). 


VIII. — Rayon à 30° de l’axe optique du cristal. 


Lames. 
a ___ 
No. Dates. Nez Ondass ne. À. ny. 
à u U 
dre 12 avril 1889 5 [0 616 1,54 1,6350 (rayon ordinaire) 
2 Dae ® 5 10 6.616 1504 1,5907 (rayon extraordinaire) 
Bc CR) Seta ,13° 797 1,98 1,5853 (rayon extraordinaire) 


Les observations 1 et 5 du Tableau VI, 5 et 7 du Tableau VII, mar- 
quées d’un astérisque, sont défectueuses pour la raison que voici : 
l’écran qui doit intercepter la marche de la lumibre et qui doit être 
levé à l'instant où l'on veut mesurer l'intensité du rayon réfracté avait 
été placé contre la glace même de la boîte b (fig. 16). Dans ces con- 
ditions, quand on lève l’écran, la chaleur rayonnée vers la pile et qui 
détermine le mouvement de l’aiguille du galvanomètre provient non 
seulement du rayon réfracté, mais aussi de toute la salle, en particu- 
lier de l'observateur et de la lanterne. M’étant aperçu de cette cause 
d'erreur qui influe beaucoup plus sur les régions extrêmes du spectre, 
je Vai évitée en plaçant l’écran devant la fente F du collimateur. Pour 
la raison que je viens de dire, les observations 1 et 5 du Tableau VI 
sont remplacées par les valeurs 2 et 6. Si je n’ai pas repris les obser- 
vations 5 et 7 du Tableau VIF, c’est parce que les bandes pointées 
étaient trop larges pour donner une bonne détermination; j'ai préféré 
leur substituer les observations 2, 4, 6 qui portent sur des bandes plus 
resserrées. J’abandonnerai donc pour les calculs les résultats 5 et Ts 
ne les retenant que pour les tracés graphiques. 


90. Je dois ajouter que ces déterminations par la pile sont très lon- 
gues; elles sont, de plus, tres énervantes dans les conditions où j'étais 
placé par la nécessité. La lampe Bourbouze se trouvant, en effet, dans 
la même salle que le goniomètre gêne l'observateur par son bruit étour- 
dissant et trouble les indications de la pile par la chaleur qu’elle dé- 
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gage. Il faut attendre un certain état d'équilibre pour que la lecture de 
la déviation ne soit pas entachée de l’erreur qui provient d’une marche 
régulière de l’aiguille. Au bout d’un certain temps les indications de- 
viennent de nouveau défectueuses, l’aiguille prenant, en général, une 
marche inverse de celle de la première période. D’ailleurs, la fatigue 
de l'observateur devient une nouvelle cause d'erreur. Enfin, dans le 
temps intermédiaire le plus propice à l'observation, il est bon d’ap- 
porter une certaine vitesse moyenne aux observations pour que l’état 
d'équilibre atteint ne soit pas changé par des irradiations inégales sur 
la pile. On ne s’étonnera pas que, très ignorant au début de toutes ces 
difficultés, j'aie modifié plusieurs fois ma manière d’opérer dans le 
cours de ces longues observations. I] serait fastidieux d'entrer dans ces 
détails; cela serait aussi peu utile, le mieux étant d'éviter la princi- 
pale difficulté en plaçant, comme M. Mouton, la lampe dans une autre 
salle. 


$ V. — Nouvelles réductions; indices conclus. 


CORRECTIONS DE TEMPÉRATURE. 


91. Ces corrections, inutiles pour le rayon ordinaire, sont impor- 
tantes pour le rayon extraordinaire. Je ramènerai tous les indices à la 
température 0 = 22°, en faisant usage du coefficient de M. Fizeau 


(1) TE — 90000108 
relatif à l'indice minimum. Ce coefficient n’est, il est vrai, déterminé 
que pour la raie D; mais il est peu variable dans l'étendue du spectre 
visible; de plus, les écarts de température sont très faibles; il n'y aura 
donc pas d'erreur sensible à employer le même coefficient pour toutes 
les radiations. | 

Pour l'indice du rayon extraordinaire à 30° de l’axe, on a 


1 I ay 
— = —; COS 309+ — sin?30°; 
n? nè 
d'où, en différentiant par rapport à 7, et divisant par d0, 


dn "n° APE NA dn, 
dé ni do 
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ne ARS . adn 
Je remplace =: Sin*3o° par sa valeur 0,32 relative à la raie D et 2° 
(a 


do 
par la valeur (1); j'obtiens 


dn 
= 0,0000035. 
J’applique ces coefficients aux valeurs de » dans le spectre visible, 
: £ : ; EN 
le premier pour les observations à travers l’angle A, le second pour les 


: h RO ne | ; 
observations à travers les angles B et C. Jobtiens le Tableau suivant 
qui s’explique de lui-méme : 


IX. — A travers l’angle A. 


2 conclu 
Raie. db. da. a observé. pour 0 = 22°, 
APE Mere + 1,5 —-0 ,000016 1, 482737 1,482753 
DRE — 3,3 — 36 1,484100 1,484064 
Drteree Se Dnt) + 63 1, 486470 1, 486533 
Ness ke; 4,0 = 49 1,486477 1, 486526 
| NOE a == Bo) — 38 1.490947 I , 490909 
(ER EE — 3,5 — 38 1,494576 1, 494538 
He — 0,5 —0 ,00000 1,497880 1,497875 
X. — A travers langle B. 
ASS + 0,5 +0 ,000002 1,602887 1, 602889 
Bree + 0,1 0 1,605214 I ,605214 
Wis om eon 5 sie ligts ale 17 1 ,609778 1 ,609795 
Desde aise + 5,0 + 17 1,609763 1,609780 
Pree. + 1,1 + 4 1,617640 1,617644 
ES ett See + 0,6 + 2 1,624206 1 ,624208 
Matec aia! < 0,0 0, 000000 1 ,630369 1 ,630369 
XI. — A travers l’angle C. 
IN Sia eae — 0,! 0 ,000000 1,603153 1,603153 
BR nixe — 3,5 — 12 1,605547 1,605535 
DÉS + 5,0 + 17 1,610056 1,610073 
Dites + 4,5 + 16 1,610030 1,610046 
PEAR — 3,5 — 12 1,618000 1,617988 
(CRETE — 3,5 — tp) 1 ,624595 1,624583 
Hier 0,0 0, 000000 1 ,630700 1,630700 


ea 


CORRECTIONS D’ "AZIMUT DU ‘mayo Ext XTRA aon 


| mi 

92. Ces observations demandent une anys correction | pou r ram 
l'indice à la valeur qu'il aurait à 30° de l'axe | me …) 

réfracté, en effet, est dirigé, non pas dans cette direction précise, 

suivant la perpendiculaire ? à la bissectrice de l'angle réfringent. Je Me | 

termine done d’abord l'orientation cristallographique | des faces du 

prisme, ce que je fais à l’aide de la facette naturelle laissée comme té- 

moin, le long de l’aréte verticale de l’angle C. 
Soient 


- 


ABC la section droite du Re (fig. PS 


, 
Fig. 17. 


mn la facette naturelle ; 


+ Ne: ADX l'axe cristallographique ; 
: a Da la normale à la face BC; 
; | Dp la normale à la face mn. 


Je compte les angles sur une circonférence de centre D. J’obtiens 

; Moyenne de trois observations, 9 et 11 mai 1889(9=17° environ)... pa = 44. 27.40 

e A DApres NC (OO ST sh es own deeds ey ap aces ae DS 44.39.10 
aX= +49.30 


(1) Refraction à travers un prisme suivant une loi quelconque (Ann. de l’École Normale, à 
2° série, t. Ill, p. 23). 
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Des lors, soient D8 et Dy les normales aux bissectrices des angles 
Bret Gs ono 


Dane meurt CREER 
PRE 30 78 Be ge 00:06 
GX — + 9,9 —aX— 10) 0 
BX 30 + 2,4 QUE 30— 5,9 


Tels sont les azimuts des rayons réfractés. La petitesse de langle aX 
dispense de tenir compte de sa dilatation. Il n’en est pas de même de 
ces derniers angles BX et Xv dont la dilatation est sensible dans mes 


observations de la raie D. 
Les azimuts w des rayons réfractés dans les angles B et C devront 


donc être corrigés respectivement de 
d À au 
id Fe + Er rep, © isan 
2,4 > do et AC nr do. 


La correction correspondante sur l’indice se calcule par la formule 


I 
(1) = = — cos? + — sin? On 
n ie ne 


d'où l’on déduit 
is = sin 20). n° RER 
(2) da. nn? 


Dans cette formule, je remplace 2 par 60°; puis 7, n,, n, par les va- 
leurs trouvées pour chaque radiation. J’obtiens les résultats consignés 


dans le Tableau suivant : 


XII. — A travers B. 


n conclu 
Raie. du. D. _ dw n observé. à MT se 
of us — 2,4 — 40,9 + 10. 1,58532. 1, 58542. 
1 OH, — 2,4 — 42,0 + 10. 1,59067. 1: 50077 
ARE + — 2,4 — 45,4 + 109 1,602889 1, 602998 
Bat — 2,4 — 46,4 + III 1,605214 1,605325 
De Moe rds — 2,3 — 46,9 + 107 1, 609795 1, 609902 
Dida tier. — 2,3 — 46,9 + 107 1 ,609780 1, 609887 
Enter — 2,4 — 48,1 + 115 1,617644 1,617759 
GE ay testes — 2,4 — 49,4 + 119 1, 624208 1, 624327 
|i tania pee — 2,4 — 50,7 + 121 1630369 1 630490 


ih 


XII. — A travers ©. 


D. dn an Yate 2° pr r conclu — 

Raie. dw. act ha: nt ee bs: à 30° de l'axe. 
MENACE _+5,9 — 45,4 — 268 1,603153 1,602885 — 
Dr ED — 46,4 — 274  1,605535 1,605261 
Diet ore + 6,0 — 46,9 — 281 1,610073 1,609792 . 
Dire 616, — 46,9 ami 1,610046 “1,609765 — 
Fous wees + 5,9 — 48,1 — 284 1,617988  1,617704 
Gos ae + 5,9 — 49,4 — 292 1,624583 1,624291 

anal 8 a ns Ree + 5,9 — 50,7 — 299 1 630700 1, 630401 


93. Les valeurs de » déduites des observations faites dans l’angle Cc 
3 bd . i . , LS 7 

different notablement de celles qu’on obtient par l’angle B. Ces der- 
nières concordent d’ailleurs beaucoup mieux avec la formule (1) 
(n° 92), qui représente la loi de Fresnel. J’ai cherché la cause de cet 
écart dans mes cahiers d’observation, et j'ai trouvé l’erreur systéma- 
tique que voici : | | 

Dans l’observation à travers l'angle ie au lieu d’employer la formule 


réfl. — réfrac. = A — B, 


A—B 


j'ai pris pour cette quantité 
A —B 
2 


donc dû être augmentée (') de 
A—B., 


; pour cela, il aurait fallu faire 


tourner le prisme de - Par là, l'angle d’incidence #, dans la posi- 


tion ABC correspondante au rayon réfracté à gauche, serait augmenté 
de HR 


di = ——, 
4 
et il en résulterait, pour l’angle de réfraction r, l'accroissement qu'on 
déduit de la formule . 
ue sin{—nsinr, ; 
savoir 
dr = = œ. 
| n cosr 


(*) Dans ce raisonnement, je néglige la variation de la lecture du rayon réfracté qui ré- 


sulte de la rotation du prisme; cette variation est en effet petite relativement à celle du 
rayon réfléchi. 


-- La lecture du rayon réfléchi aurait 


ay 
4 
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Faisant dans cette formule 


LEA 
sin 


n= ——— 5 a = 


es 
sin — 
2 


il vient 
CSA A= 1k 
Da . 
i 


C 
dr = tang _ cot 


Le rayon réfracté subirait ainsi, dans l’intérieur du cristal, la rota- 
tion 
day dr 


L'indice de réfraction doit donc subir la nouvelle correction 


dn 
dn, = -- do). 
1 da) 1 
En voici le calcul avec 
À — C 
— ==" 00, = ‘== 30°, 
4 2 
XIV. 
: C + A dn dn n valeur n conclu 
Bate ve Cr er do du, ar précédente. à 30° de l’axe. 
Are 53,4 —»,28 —45 , 4 +104 1,602885 1,602989 
Didaets Han —=2 28 —46,4 +106 1 ,605261 1 605367 
(Do ot ar 5957 —2,26 —46,9 +106 1 609792 1,609898 
Dake feces No egy) —2,,26 —46,9 +106 1, 609765 1, 609871 
ee RE 54,1 —2 ,23 —48,1 +107 1 ,617704 1,617811 
Goer 5A, 5 —2,20 — 49,4 +109 1,624291 1,624{00 
el = ee 54,8 —2,18 —50,7 +110 1, 630401 1,630511 


Les observations à travers l’angle B devraient à la rigueur subir une 
correction semblable, car j’ai commis la même erreur. Mais la peti- 


tesse de l’angle | 
C— A 


4 


= OO 


rend cette correction insignifiante. 
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Les nombres observés ayant subi toutes les corrections voulues, j'en 
peux désormais déduire les conclusions que je poursuis. 


§ VI. — Conclusions. 


CONSTANCE DE L'INDICE DU RAYON ORDINAIRE DU SPATH. 


94. Je reporte ici les résultats trouvés (n° 84 et 89) : 


14,54. A. B ('). D (?). F (*). G (13; H. 
thea 1,6350 1,650054 1,65292 1,658398 1,66788 1,67582 1,683205 
PAS 
Br 1,6350 o61 92 398 87 79 228 
LP ee , 057 96 390 83 83 209 


Moy.. 1,6350 1,650057 1,652933 1,658395 1,667860 1,672813 1,683214 


On le voit, les écarts entre les trois valeurs de chaque indice sont 
certainement dus aux erreurs d'observation. Dans le spectre visible, la 
valeur de l'indice trouvée par l’angle A coincide, à une unité près de 
l’ordre du cinquième chiffre décimal, soit avec la moyenne des valeurs 
trouvées par les angles B et C, soit avec l’une de ces valeurs. La con- 
clusion est done coor hie: 


A Vapproximation des expériences, l'indice ordinaire est indépendant 
de l’azimut du rayon lumineux dans toute l'étendue du spectre calori- 
Jique et du spectre visible. 


FORMULES DE DISPERSION POUR LES TROIS INDICES. 


95. Rayon ordinaire. — J'ai adopté, pour les indices ordinaires dans 
le spectre visible, les moyennes précédentes (n° 94). Pour le spectre 


(1) Les observations des raies B, F, G’ proviennent du Tableau IV (n° 84). Elles sont un 
peu moins précises que celles des raies A, D, H. Pour cette raison, je donne seulement le 
cinquième chiffre décimal, 

(?) Parmi toutes les déterminations de la raie D, je reporte seulement les observations 4, 
5, 6 du Tableau If (n° 84). Elles ont été faites avec un soin tout particulier, et leur moyenne 
coïncide avec la moyenne générale de toutes mes déterminations. 
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calorifique, j’ai pris les valeurs inscrites au Tableau VII (n° 89). A ces 
nombres, j’ai joint, pour le spectre ultra-violet, les déterminations de 
M. Cornu (*) de la raie O à la raie U, et celles de M. Sarazin (?) (pre- 


mier prisme) de la raie 9 à la raie 26 du cadmium. J'ai ainsi obtenu la 
formule 


— Clan bl diet, 


avec les valeurs numériques 


a—+0,37107, b =— 0,001011, 


€ —+ 0,004, d —— 0,0000005. 


La comparaison de la formule aux observations que je viens de dire 
est contenue dans le Tableau suivant XV. 

Sectionné suivant les régions du spectre, pour faciliter la lecture, ce 
Tableau offre, à titre de variantes, les nombres non adoptés, trouvés 
par d’autres observateurs. On y remarquera les particularités sui- 
vantes. 

Mes nombres présentent avec ceux de M. Cornu, dans la partie vi- 
sible, un écart systématique de 7 à 8 unités du cinquième chiffre. Cet 
écart n'étant pas trop grand, je n’ai pas porté aux observations la cor- 
rection qui serait nécessaire pour les rendre comparables. De 1a, la dif- 
ference sensiblement constante + 3 dans le spectre visible, et la dif- 
ference — 5 pour la raie O. Celle-ci, retranchée de + 3, donne bien 
Vécart systématique +8 entre mes observations et celles de M. Cornu. 

Cette réserve faite, la concordance entre l’observation et la formule 
est meilleure même qu'il n’était permis de l’espérer, surtout si l’on 
considère les écarts énormes qui existent entre les déterminätions des 
divers physiciens. | 

r 


(1) Spectre normal du Soleil ( Annales de l’École Normale, 2° série, t. IX; 1880). 
(2) Journal de Physique, 2° série, t. II; 1883. 


Ann. de l’ Ec. Normale. 3° Série. Tome Vil. 


CPE 
ol 


XV. — Dispersion du rayon 


ws 4) AEA es 
ordinaire. +f vi 


A. Rudberg. Mascart. Sarazin. Cornu. — | observé. on calculé. 0.—C. a 
“15984 | 1,6279. .1,6279 0. | + 

cay 11,6350, 0x, 6350 MIRE di 

1-45 1,6361. 1,6363. —2. — M, 

1,22 1,6403. 1,6399.° +4. n° 

1,08 " | 1,642$. 1,6423. +1. . 
A 0,76040 1,65012 1,65000 1,65006 1,65003 +03 | 
Bree 68674 1,65308 1,65296 1,65285 1,65293 1,65293 oO 
Dr 58920 1,65850 1,65846 1,65839 1,65832 1,65840 1,65837 + 3 
Bi reese 48607 1,66802 1,66793 1,66783 1,66779 1,66786 1,66783 + 3 
ial: 43256 ; 1,67581 1,67578 + 3 
He. 7396720 168330 1: 68330 5 1,68319 1,68321 1,68318 + 3 
Cub ce 36090 - 1,69325 1,69325 o 
101, 34655 1,69842 1,69835 + 7 ‘ 
Lire 34397 __1,69955 ' 1,69928 1,69933 — 5 iy 
le 33592 1,70276 : * 1,70251 1,70263 —12 
Oss 32850  & 1,70613 1,70583 1,70593 —10 
Ro 31790 A dc: TR 1,71112 L,TILIG — À d 
Te 31442 1,7130301,71303 0 1 
S2... 30998 . 1,71580(S) + 1,72660" a,71551 -— 1 | 
304. 30418 1,71901 1,71897 + 4 | 
T1. 30198 1,71939 1,72034 1,72037 + 7 3 
298 ss 29840 g 1,72269 1,72270 — 1 | 
U.... ‘29479 : 1,72525 1,72519 + 6 
WE ES 27467 1,74151 1,74139 +12 : 
ed 25713 : 1,76050 1,76042 + 8 
93.05 © 23125: 1,80248 1,80223 +25 > 
PY ow 22645 1,81300 1,8128{ +16 
Obie 21935 < 1,83090 1,83101 —11 

Po Vs 21441 e 1,84580 1,84598 —18 . 
7 


oe , I 
Voici les courbes obtenues en prenant pour ordonnées >a? et pour 
abscisses, soit 2 (courbe 1), soit Æ? (courbes 2 et 3) (fig. 18). 


96. Indice minimum. — J'ai adopté mes nombres pour les spectres 
calorifique et visible (n° 89, Tableau VI, et n° 91). Pour le spectre 
ultra-violet, il était naturel de prendre encore les nombres de M. Sa- 
razin (premier prisme). Seulement, les différences entre les nombres 
de ce physicien et les miens sont ici un peu fortes, comme on en ju- 
gera par le Tableau suivant : 
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Carvallo. Sarazin. Différence. 
AD ols Chiens 1, 48275 1, 48261 + 14 
BEST cherie ee es 1,48406 1, 48391 + 15 
Diese A 1,48653 1,48644 a= © 
atic London RAC 1,49079 + 12 
Mar ms ce Pe 1,49788 1,49774 + 14 
Moyenne....... + 13 . 
Fig. 18. 


Échelle des 22. 
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oO 
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o 2 
Le] o 
Oo 
a 2 
= de 
2 0350/0320 ,, 
To 3 
es a 
5 
= 
o 
-L 
10,310 Be 
me 3 
i 24. 
634010300 IE ll = no 
| 304 
T 
‘ S 298 
Echelle des|i- (Courbe 3) 6 À 
20 0 40 50 ha) D 80 bee 
0 10 15 0 y 30 “8b 


Échelle des 7 (courbe 2). 


J'ai donc ajouté + 13 aux nombres de M. Sarazin. J'ai ainsi obtenu, 


- 
; a=+ 0,4 45778, b= — 0,000840,, ” aah 
. ST co € = + 0,00098, on 


Dans le Tableau XVI, on trouve ne UE den nb obser- 
vés et des nombres caleulés avec les variantes de Rudberg et de 
a: MM. Mascart et Sarazin. Les nombres de celui-ci n’ont pas été changés; 
mais, pour ses observations, on a augmenté de +13 la différence entre 
_n observé et » calculé. On y verra quel’ accord entre l'observation et 
la formule est encore très satisfaisant. * 
Ainsi, quoique les observations de M. Mascart n'aient pas permis “As, 
(n° 42) de calculer le terme de dispersion de Briot, ce terme n'est pas 
négligeable quand on considère les radiations calorifiques. Seulement 
aor il est environ cing fois plus petit que pour le rayon ordinaire, puisque 
_ le coefficient ¢ a pour valeurs 


à Pour le rayon ordinaire........ Co = + 0,00470, È 
* A » extraordinaire ....  C,——+ 0,00098. : 


XVI. — Dispersion de Vindice minimum. 


A : iff. 
LE : PEK , Rudberg. Mascart.  Sarazin. » observé. x calculé. tee C. 
4 à 015 1.4953. 0147832000 0! 
te. 1,77 : 154706 4567.26 —=0- | 
1,45 ey 1,4779-  1,4779- 0. a 
ce 1,08 1,4799- 1,4797-- +2. 
Aten eae 0,76040 1, 48285 Sone 1,48275 1,48277 —02 
Bone ; 68674 1,48391  1,48409 48390 1,48406 1,48405 +1 | 
Der 58920 1,48635  1,48654  1,48644  1,48653 1,48650 + 3 
4 F SD 48607  1,49075  1,49084 1,49079 1,49091 1,49087 + 4 
. GARE 43256 1,49454 1,49451 + 3 
H...... 39672 1,49780 1,49777 1,49774 1,49788  1,49788 a 
D Gare: à 
Oona ; 36090 1,50228 1,50240 + 1 
100.6: — 84655 1, 00452, a b0405 0 
: IVe 34015 1,50559  1,50576 — 4 
re 1972 ee 32475 1,90897 1,508"4 == 4 
n° LAS 27467 1:92270 00010. 02985 26 
[a Re are 1,59019 "553033 — 4 
ida 1 . ' ee 1554559 1,54562 --10 
; A . tts Eel 22 ne 1,94920  1,54923 0 70 
#4 a Foie AC 1,55514 1,55520 + 7 | 
ts 21441 - 1,55993 1,55997 + 9 
L 1 
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Voici les courbes de dispersion pour l'indice minimum ( fg. 19). 


Fig. 19. 
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0,460 - 20 15 10 . 0 
2H ; 
fe 2115 
a 7 ie ait 
aha fk | | TS 
eae | A}08 | 
aes 8 [ eS 
: = B 
+ : | à | 
0450 a=! 
af on —| — 
cI i Sila 
7 = 
TN IE | ; 
| + _ 
0,440 ie 
| 12 
4 {B i it 
& tes jui | ae 
Ss 
2 ier 
ns) 
oS 
© 4 | Les 
ne , : 17 
0,430 (eat | 
À fe 


0, ott | 


Échelle des 7. 


97. Rayon extraordinaire a 30° de l’'axe. — Tout d’abord, avec la 


formule 


(1) 


0 


I ; 1 oe 
— cos?30°+ — sin? 30°, 
= Tes 


e 


ile a i 
À x le | a 
| el ee Ge i 5h [ 
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qui exprime la loi admise pour les vitesses du rayon extraordinaire, je 
calcule les valeurs de x qu’on déduit des valeurs observées de x, et 2, 
(n® 95 et 96). Seulement, les valeurs de z, pour 14,98 et 1F,54 
n'ayant pu être observées, je les ai calculées par la formule d’interpo- 
lation (n° 96). Puis, je compare les valeurs de 7 ainsi calculées aux 


PAS LAN 
valeurs observées au moyen des angles B et C (n° 92, XII, et n° 93, 
XIV). Ces nombres se trouvent dans les trois premières colonnes du 
Tableau suivant : 


3 XVIL — Rayon extraordinaire à 30° de l’axe. 
n observé n calculé 
———— WEES rr. 
angle B. angle C. formule (1). formule (2). 
1.08 SAT 1,854 » 1,5855 1,5856 
LS OAT ere 1, 5908 » 1, 5909 1,5909 
dW 6 ao tac 1, 60300 1, 60299 1, 60298 1,60297 
Be ae 1,60533 1,60537 1,60537 1,60538 
IDÉES in 1 ,60990 1,60990 | 1, 60990 1, 60990 
| ney Pe 1 61776 1,61781 1,61778 1,61778 
Gide eee 1,62433 1,62440 1,02438 1,62438 


Han 1,63049 1,63051 1,63051 1,63051 


Par leur comparaison, on voit que la loi représentée par la for- 
mule (1) est plus exacte que n'aurait pu le faire prévoir la double 
réfraction si intense du spath avec des termes de dispersion si diffé- 
rents pour les indices principaux. Il est à penser, que pour le rayon 
extraordinaire à 30° de l'axe, la même forme convient à la formule de 
dispersion que pour les indices principaux. Si done on remplace dans 


I I I , 
la formule (1) => — et =; par leurs développements dont les deux der- 
[2 [4 


niers sont connus et dont le premier est de même forme 


2 


- = ce + a + bl-*+ dt, 


on pourra calculer les coefficients inconnus a, b, c, d au moyen des 
coefficients connus relatifs aux deux indices principaux, en identi- 
fiant les deux membres après les avoir développés en séries suivant les 
puissances de }?. A la vérité, j'ai dû modifier très légèrement les ré- 
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sultats de ce calcul pour rendre la concordance plus parfaite. Ce fait, 
un peu paradoxal, s'explique en remarquant que les données du calcul 
sont quelque peu incertaines. J'ai ainsi adopté pour les coefficients 
de la formule de dispersion 

I 


(2) H+ at bl*+dl-+, 


les valeurs 


a—=+0,392734, b——0,000985, 


C —=+0,0037, d =— 0,0000006. 


Les nombres déduits de cette formule (2) sont inscrits dans la der- 
nière colonne du Tableau XVII. La comparaison des deux dernières 
colonnes montre l'identité à peu près complète des formules Cr) et) 
La comparaison aux deux premières colonnes montre que ces deux 
formules représentent bien les observations. 


CONCLUSIONS THÉORIQUES. 


98. Hypotheses de Fresnel et de Neumann. — Les diverses valeurs 
du coefficient c du terme de Briot obtenues (n°959097) #0n1: 


PURE AV ORE ORO UNANE Css. 5.0 2e ee amas à 58 250 0 à © ow tte Co =+0,0047 
t FAR perpendiculaire à l’axe.... € —+0,00098 
» extraordinair = à 
menor de Axe... 1e vue C3) = + 0,0037 


Voici les valeurs qui en résultent pour le terme ci? du rayon ordi- 
naire : 


cb. cl. cb. 
i oS -É66600 + 0,00698 + 0,00550 + 0,00145 
MAN re eee 417 328 87 
INGE SopDuGers 100 : 78 21 
Devers ets ais. ees 59 47 12 
lil Site Atols ou 26 20 § 


Dans I’hypothese de Neumann, le terme c/? devrait (n° 43), pour le 
rayon ordinaire, prendre successivement les valeurs ¢,/’, c,,l?, cl? 
quand l’angle du rayon lumineux avec l’axe est égal à 90°, 30° et o°. 
I] en résulterait une variation énorme de l’indice, environ double de 
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la variation de —. Cette variation affecterait donc le deuxième chiffre 
n°. 


décimal pour la raie 1%,98, le troisième pour la raie A. Mes expé- 
riences précédemment exposées et celles de Schwab répondent catégo- 
riquement qu’il n’en est pas ainsi, mais que l'indice du rayon ordinaire 
est constant, conformément à l'hypothèse de Fresnel (n° 43). Il en 
est de même d’une série d'expériences que j’ai faites à Rennes, au la- 
boratoire de M. Gripon, et dans lesquelles j'ai observé aussi à 60° et 
à o° de l’axe sur toute l'étendue du spectre visible. Malheureusement 
je ne connaissais pas alors les beaux travaux de M. Cornu, et mes 
nombres sont entachés des erreurs dues à la courbure qui était consi- 
dérable. Ils ne méritent donc pas la publicité; mais ils suffisent pour 
la démonstration actuelle. 


Rayon extraordinaire. — La preuve fournie par le rayon extraordi- 
naire n’est pas moins catégorique. Dans l'hypothèse de Neumann, le 
coefficient c devrait conserver la valeur c,; dans celle de Fresnel, il 
doit prendre successivement les valeurs ¢,, €,,, €, quand l'angle que 
le rayon fait avec l’axe prend les valeurs 90°, 30°, o°. Il en résulte, 
dans les deux hypothèses, des valeurs de cl? dont les différences sont 
du même ordre que pour le rayon ordinaire. Ici encore, l'expérience 
donne raison à Fresnel d’une facon absolue. 

99. La discussion numérique, que je n’ai pas voulu négliger parce 
qu'elle présente toujours l’intérêt de la précision, n’est même pas né- 
cessaire à la démonstration. Les tracés graphiques suffisent en raison 
de la netteté des faits (fig. 20). La valeur de c est, en effet, le coeffi- 
cient angulaire de l’asymptote non verticale de la courbe = = FESS) 
A l'échelle du dessin ('), les erreurs d’observation sont environ de 1" 
pour les radiations calorifiques. Pour le rayon ordinaire, les points 
14,54, A, B, D, F, G’, H marqués d’une croix ont été observés à 90° et 
à 50° de l’axe. On voit avec quelle certitude ces coefficients angulaires 
se conforment aux conséquences de l'hypothèse de Fresnel, contraire- 
mênt à celle de Neumann. | 


(1) Mon dessin a été réduit de 4 par la gravure. 
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INCOMPRESSIBILITE DE L'ÉTHER. 


100. Je l'ai déjà dit (n° 53), sur ce point je ne puis onclure, mais | ; 

; ° ER À inde le Chr AT 
je tiens à montrer combien mes expériences approchent de la solution: à 
Suivant que l’éther est incompressible ou, au contraire, infiniment me 
compressible, on obtient (n° 51) les formules £4 a i 


(1) G— Cocos w+ cesinw (éther incompressible), — 


(2) AC, = do Co COS? o + ace sin? (éther compressible). 


Je remplace dans ces formules w par 30°, @,, a, Co, c. par les valeurs 
précédentes et a par sa valeur | 


a = ad) COS? © + a, sin’. 
J'obtiens pour c les deux valeurs 


(1) | : 7 C1= + 0,00377, : 


(2) Cy—= + 0,00360. 


Or, pour la raie de longueur d’onde 1*,98 et l’angle de 30°, on a 
? — 1,566, et il en résulte pour le terme cl? les valeurs 


c,f=+ 0,00590 (éther incompressible), 
* 5 Cxl—+0,00563 (éther compressible), 
I 


. 1 La 
Différence : — — — —+0,00027. 
n n 
1 2 


Il en résulte sur » la différence 


Ny— Ni = + 0,0006. 


> Elle est à la rigueur accessible à l'expérience, puisque l’erreur d’ob- 
er servation est de 2 à 3 unités du quatrième chiffre décimal. Mais, si l’on 
tient compte de l’indécision qui règne sur chacun des nombres qui 
oi servent à calculer c, et c,, on comprendra que cette différence ne suffit à 
L = pas pour trancher la question qui nous occupe. On voit aussi qu'il suf- 


firait de pouvoir pousser les déterminations un peu plus avant dans le 
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spectre calorifique, de perfectionner un peu les méthodes d’observa- 
tion ou seulement de trouver un cristal plus favorable encore que le 
spath pour arriver à une conclusion. Qu’il nous soit done permis d’es- 
pérer connaître aussi un jour la solution de ce nouveau problème si im- 
portant par ses liens avec toutes les branches des Sciences physiques. 
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